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Oh s'est 'leanièoiip oeeopf, fastpfi^ prësi^nf ,- de!i propri^tÀ dM 
téctiorts eoiiicjucÂs eencemant , sott la directîoo soit lalongueuit de 
tertâines HgYPtadroitM^^i^en 'dépendent; mab on s*]esl pett appliqué.^ 
ée tké aém^l^le / à reebérth^r les* propriétés: de ces courbes qqi ne 
seraient 'relalÎTes qu-i^ 'la ^relation* des. angles :formés ,par cej( anémiée 
droites» Gépendant , on -stfil :depni8: lon^.- temps qiie I^ sections 
eoniqûes peuvent être êpgendrëes d'uno iofinitë de . manières- di^ 
iirentes , |>àr le moo^etnent d'engles* conskans^ qui tonfoeul eu tour 
^•ïeurS'Sotnrméla comme »ptMf8); &aà il pàr^t . luUupel dWere» 
Tom. FUI , ».' J, i.^^juiUêi 1817. I 



■ N O U V E A U 3c. 3 

* point Xine nouvelle dépendance entré ses angles ^ puisqu^un triangle 
quelconque est toujours ihscifîptlble au cercle» Il n'en serait plus 
de même si l'on considérait un quadrilatère ou , en général , un 
polygone quelconque inscrit à ce cercle -/ car un quadrilatère , et 
à plus forte raison ^ un polygone d'un plus grand nombre de 
côtés, n'est pas indistinctement, comme un triangle » susceptible 
d'être inscrit à cette courbe partleullère*. 

Ces Idées demanderaient d'être développées et éclalrcles plus que 
4SOUS na. venons^ de le faire } mais une pareille* entreprise sortirait 
des homes de cet article \, et nous nous copienlerons , pour, le 
moment ^ de présenter ^ sans aucune réflexion » et le plus rapide- 
ment qu'il nous sepa possible , une suite do propriétés des sections 
conlq^iies , relatives aux angles de certaines droites / propriétés qui 
pourront être. envisagées comme l'eMensIoa d'autant de propriétés 4u 
même- genre , correspondant à la circonférence du cercle.^ 

G^ous. rappellejrxms d'abord la proposition suivante , ,dont on trouve 
la démonstration^ à la pa^e 49 ^^ ^-^ volume des Annales,, et 
qui est due à l'Illustre Maclaurin (^).. 

• « SI l'un des côtés â*une équerre passe constamment par Tun dés 
n foyers d'uiie section conique >. «t que son sommet parcoure la 
» circonEerence déôrltè sur le premier^ axe comme diamètre » s'il 
» s'agit âé VellFi^se ou dé l'fayperbolev on la tangente au sommbtf^ 

* s'il s'agit d'une parabole^ l'autre côté de Téquerre' sera constammeiit 

* tangent à la courbe » •- 

Soit PTÎN^ ou C (figji i) la^crrconference décrite sur le premier 
axe y et F le foyer de la section^ conique dont il s'agit ; T/ , Tl^, iV 
ét^nt trois tangentes quelconques \ cette courbe ,' et FN y FN^^ Ri 
trois perpendiculaires abaissées respectivement ^dû, foyer F sur ces 
tangentes; leurs pieds N yW\ n , seront i situés sur la clrcbn^ 
féréncé C. Prolongeons les trois tangentes jusqu'à- leurs rencontrés 



•t ' t>. 



(^ Vojeft M Gtometria organicuy secU III | pag, xoa« 
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respectives en T, t, /' ; et les dcgiL perpendiculaires F5 . FN^t 
jusqu'à leurs nouvelles intersecUons , en P, P^j avec la circonfé- 
rence C. Traçons enfin /iN , /îN^ , F/ , F/^ 

Puisque les angles /i , N^ du quadrîlalère nfNU* Mnt droîis , ço 
quadrilatère est inscriptible au cercle i donc 

On prouverait pareillement que le quadrllatèce nFNi est aussi ins* 
• criptibie. au cercle ; donc -^ 

De ces taleors des angles F/'» , T/n du triangle /F/' , on conclut 

» . • • • 

'i 
Supposons donc que , les tangentes T/ , T/' restant Bxes , I9 tan- 
gente «' «ievienne mobile ; les. perpendiculaire» FN , FN' oe yarie- 
ront pas, pi conséquemmeal rar,cPQP<, compris entre elles ;ionc 
,li'^n6le/F/{ restera de la même grandeur , pour toutes las positions 
,de la tangente mobile tt'. . . 

La démonstration devient encore plus simple pour le cas d» la 

parabole ; mais alors l'angle constant /F/' devient précisément le 

»uppi*5ment de l'angle T des deux tangentes ^xes. On p<îut donc 

, énoncer, gëoéralement ce théorème: „ .. , • 

' L L'^gl' ^"S fefuel on 9oitr deîun desfayns iuM section 

xomue , la parue, dune tangente moUh interceptée entre deux 

tangentes fixes est toujours cor^stant, pour toutes ies positions de 

' cette première tangente. Dans le cas particulier delà parabole, 

cet angle constant est U suppUment de l'angh formé par h, imm 

tangentes fixes. 
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,* ^J^arml les eous^qnencea nombretisea auxquelles cetkëorime peut 
.conduire y nous, nous eonteuterons de rapporter les suivantes, parcp 
qu elles o/Frent quelque chose de simple et de facile à çaisir. 

Supposons que , dans une de ces positions , la tangente mobile 
ylenne k se confondre avec Tune des deux tangentes fi^ef ^ avec 
,TN par exemple; .les points l^ , /se confondront aloi*i^ f ^ J'un ' 9yj^ 
T et l'autre iiv^c le pqint de contact de cette tangente^ avpci^ 
courbe ; pareille chose arriverait « si la tangente mobile se jconCond^t 
avec la seconde TM^ des deux tangentes fixes. Donc 

II. Si , de Fun des foyers d'aune section conit/ue ,. on mène def 
droites tant au sommet de JP angle formé par deux tffngentes^/guel" 
connues à la courbe qtiaûs points de contact d^ deux c&tis:4f 
cet angle > ^a94$c elle, , la première de ces deux droites dinsccf^ en 
deux parties égales T angle formé par les deux autres. / 

Ce théorème devant avoir lieu quelle que soit la position de;^ 
deux tangentes en question , il sera vrai encore, dans ; le cas où pn 
Qu pi M^ieurs. des .trois ppintf ^i^dessus se troureroq^ situés à une 
distance infiniQ. ;^ ce qLui; conduit à plusieurs conséquences sur lev 
quelles il est. inutile de s'arrêter* , . ^^. 

Si l'on se donnait le foyer F . d'une/ section conique, et trois 
langentes quelcpnques. T^N,^ TN^, ^/f^ l'angle /f*/^ Sjora^f détermine 
de ^ grandeur ; ct^ ^p^r copséqtuent , en Je ' fai^aqt tourner, » ^u^. t^jur di^ 
foyep donné, F ^ la droite. //^. qui rie seutend <|eYiendrait npobilja j 
et roulerait , ^d aprè^ oe qui précède , sur (a ^ctipn çonîqi)f:^elIe-^ 
même , dont on aurait ainsi une infinité de tangentes. Le dernier 
des théorèmes ci-dessus domierait ensuite , pour chacune des tan- 
gentes mobiles, el d<s taqgentea. fix.es I le poin]L pu. çptte tangentA 
vient toucher la courbe. v . ,. ^ . 

. Au lieu de se. donner une position de l;i !tang^|Ai;mpbi]^ ^^^^ 
00 peut, ne se donner que Tangle. consfapt^^F<^4^4^t«A)of^, OPvfwait 
inouYoir cet angle, autour de son sommet F ,.'sans. eA phta^er le 
grandeur y les conséqiuepces ierojqt enpore les. mêmes, ^DionQ- . n: 
m* iS/| siÊt le plan et un angle fixe ^dw^^^^ f^it:.tomrn^ im% 



I ' 
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Jusqulci nous n^arons encore considéré que ce qui se passe à 
l'égard de Tun d^.fq^qrà d'oné secM<!tn[e0Ktiqu^; fQ^is il est évident 
4]ue les mêmes propriétés ont lieu relativement i^ l'autre foyer ', car 
les raisonnemens ci- dessus demeurent les mêmes dans les deux cas, 
^ous n^avonb donc plus^ pour le «noment^^qulï nous 'occuper des 
propriétés qui peuvent appartenir simultanément au jy&tème de ces 
46ux foyers.. •. . . ' \! . . ; • • *' r.. o . •:'• *i.. 

Soient F« F^ (fig. 2) les deux foyers dont U à^agit:^ € Il <;\ri 
coofétfeaee du cercle décrit sur le premier^ axe comme diamètre , 
•ôâa TN^ TN^ deux tangentes quelconques à cette courbe; d'aprèî 
ce «^l a.éfé,déiiiontcé plus haut ^ l'angle bous lequel ich TeiSraitdil 
fioyer F la partie d'une tnibième iangeiite «rbitraiDe^ ccteprise > ^nlre 
les deux autres^ «lirait pour mjBsure i a moitié de l'afè. PQP^/înà 
tereiepté .sur ia circonférence G , par les prolongement FP « FP^ des 
perpendiculaires FN , FPI^ abaissées du foyer F sur les deux tan^ 
génies TN ^ TN^ Par la même raison , l'angle wiis lequel on 
verrait f de l'autre foytsrF^, cette même partie de la' frÛsrème taiM 
gente » aurait pour mesure^ia moitié de Vérù QPQ^» intetoépté sur 
la cireonférwoe G , parles ^rolongemens F^Q / F^Q^ des pérpen- 
dieulaires F^M^, F^M abaissées du foyer F^ sur les deux tangentes 
TN^, TT. Appelant donc jPle premier de ces angles F^ le second. 
Ton aura * ' 

Or^ à cause des paraUèles, symétriquement plaeéea par rapport Jt9 
centre: du cercle , ou bl M^VQ::^jinMW et ÀrcVQf^=^ArcW^i 
donc ■ - . ' 

F'c=i^rrMN+i^rtfMN'=i^rfNMN' ; 
donc aussi 

F+Ffs^ArePqV^+'-JreHmi' ; 
mais -on al ws^-' '»--^'- ^ - ..-'^ . . •» v *- '• ^ ^-^ -.- iv> « * 
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• ' t 

, • • . . .» . • • 

JngiiFWsi '-ArcVqVf'^ iArem/m* -, 

' * 

donc 

F+F'^Aag3Xm' ou ^+F=30o»— T ; 

/ t 

pnîsqae , dans le quadrilatère TNFN^ ^ les deux angles opposés 

N , N^ sont droits» 

. Nous ayons supposé , dans ce raisonnement , que les deux foyers 

F , F^ étalent intérieurs au cercle \ et c'est ce qui arrive, pour rel-* 

lipse. S'ils. lui étalent extérieurs, ainsi qu'il. arrive pour Thyperbole^ 

on trourerak que ce n'est plus la sommai mais la diiTéreiice des 

angles i^ y ^. qui est*égalc>au supplrmeni dé Tangle T. 

; £n appelant donc ,, pour abréger ^ angies secteurs d'une même 

droite les angles sous lesqutxls c«tte droite est vue des deux foyers 

d'uqe section conique «, op ^ura ce théorème , dont l'analogie Mec 

UB autr^e théorème trèsrconnu' est digne de. r<&mai!que! :* .. , 

. 1 V. Lorsqu*ufié tangente, à une section €onique\se^ terMine à deux 
autres tangentes à la mime courbe \ la somme dès angles ffecieurs 
4è, cette première tangente^ dans V ellipse fCt leur différence^ dans 
^hyperbole % est con^itante et. égale au supplément, de llangle dès 
deux tangentes Jtxes (*) 

Quand la section conique devient une parabole , on a /*^=o , 
et par conséquent jP— ûôci'^— T'^i^cequi s'accerde.. avec ce que nous 

savons dit plus haut. Pareillement , quand elle devient un cercle , 
en a F*rszF i et par conséquent 2jPfc=.200**— T., comme- ou- peut 
le véri&er a, priori^ Le cas oii T serait duUoU égal à lod^ o/I'riratt 
aussi des circonstances remarquables; mais nous ne nous y arrête* 
rons pas« . 



* 



(*) L*sngTe dont il s*agit ici eu celui qui comprend \e% deux fojers entre 
ses cêiés dans TeUipâe » oo qui n*eo comprend aucun dan^ ^^%pfrbole» ^ 

• 

Revenons 
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Reyenons \ la propriété qui fait le 6Ujet principal de cet article » 
et examinons , en particulier , les conséquences qui en résultent 
pour le cas où la section conique est une parabole. 

Soit ( fig. 3 ) F le foyer ; soient TM , TN deux tangentes quel- 
conques données , et mn une troisième tangente, mobile de la pa-* 
rahole dont il s'agit. D'après ce qui a été dit plus haut , Y angle 
vecteur mFn est toujours constant et égal au supplément de Pangle 
MTN des deux premières tangentes ; donc ce même angle sera égal 
h l'angle mTn ; et par conséquent, si Ton trace FT ,.le quadrilatère 
FT/72/1 sera inscriptible au cercle. De là suit ce théorème : 

VI. Un triangle étant circonscrit à une parabole ; si vn lui 
^ circonscrit , â son tour , une circonférence de cercle ^ elle passera 

nécessairement par le foyer même de la courbe^ 

Donc, si Ton sedonnaVt, & volonté» une quatrième tangente ii^^n^. 
\ la parabole, on obtiendrait immédiatement son foyer , en ciçcpns- 

. crivant des circonférences de cercles à deux quelconques des qualfc 
triangles formas . par Jes rencpqtres nwfuelles de cette nouvelle 
tangente avec les trois autres. Le point d'interjection de. ces quatre 
circonférences., qui. n'appartiennent à aucune des tangç^;ites ^on-> 

'nées^ est évidemment. un poiat unique par oii elles passent toutes 
à la fois ; car une même parabole ne saurait avoir àtyxx foyers à 
une distance fînFe ("*)• 

Nous venons ^é)à de voir que l'angle mFn est |$g?l J^ l'^gt^ 
172T/2V ^ut est opposé & 771/1, dans le triangle /tiT/ï ; . mais il est 
visible que ee même, anglç .pourrait n'être qju'ég^ à son supplément, 

. suivant là position de ce dernier ;. donc 

VII. Un triangle étant circonscrit à une parabole^ T angle sous 
lequetf on voit ,. du ^/oy^ de la courbe « • chacun des côtés de ce 



». 



f*) Ceci donne mie nonvrlle sàluti«n yvexirêiilimieaf iiinple«ir d^ ptûMènf^ traita 
i la. page 3o& i\^ YIL^ volume de ce recueiL . s .. . 

Tom, rUL • 'a 
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'triangh^m h ipppHïïient de V angle opposé du mime irian^ 
gle ou lui est égal , suivant çue le foyer se irout^e ou ne 
se iroui^e pas compris entre les cfiiés de cet angle , indéfiniment 
prolongés. 

Puis(|ua le quadrilatère ^niti^ est inscript'ible \ un cercle , quelle 
que soit la tangente mobile mh , T^ngle FTm sera toujours sup-^ 
plément de son opposé Fnm » et égal , par conséquent , à Tanglo 
Tnt ; mais l'angle FTm est invariable , puisque ^ par hypothèse ^ 
TM et TN sont fixes ; donc 

VIIL Si l'un des côtés d'un dngle invariable passe constamment 
par le foyer d'une parabole , et ^ue son sommet parcourt une 
tangente quelconque à la courbe , t autre càté de F angle mobih 
sera aussi constamment tangent à la courbe. 

On peut aussi énoncer ce théorème ainsi qù*ii suit : 

IX. Si du foyer d'une parabole on abaisse , sous un même angtê 
donné y des obliquer sur toutes ses tangentes; les pieds de toutes 
ces obiiques se trouveront appartenir à uns même droite p tangents 
èlle^^méme à la courbe^ 

9 

Ces théorèmes ont leurs analogues , pdûr le caii d'une seo« 
tloh conique quelconque. Alors les pieds des obliques dppar<» 
tieniient à Une Àiéme circonférence, touchatit'U courbe en deux 

points. ^ 

On ^eût déduire de tout ée qui précède plusieurs conséquence! 
faciles et très-remarquables. 

' X. Toutes les paraboles inscrite^ à un même triangle quelconque 
ont leurs foyers sur la circonférence dun mime cercle ^ circonscrit 
à ce triangle^ 

Chaque point de la circonférence dont II s'agit , peut ^ d'après celi , 
être consjdéré comme le foyer d'une parabole inscrite au triangle 
auquel cette circonférence est circonscrite. Donc 

XI. Si jétun point ifoekorique de ht drcanférenca d^uH tvreU 
circonscrit à un triangle donné » on abaisst » sous vn m$me angle 
arbitraire quelconque , des obliques sur les directions des trois côtés 
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i§ ce triangle \ leurs trois pieds seront situés sur une seule et mime 
ligne droite* 

Ce dernier thëorème est une extension de celui de R. Simson « 
rappelé à la page 25 1 du tome IV.^ 4^ fie; n^c^eij j(^) ^ |par M.^ 
Servois, qui l'emploîe à résoudre « d'une manière très-élégante « un 
problème de géométrie pratique » eoncçmaitt Jes alîgnemens sur 
le terrain^ 

Ce qui précède sui&raity sans do)zte .« pour ;éliablir. la rérité de 
te que nous avons avancé , au commencement de cet article , tou- 
chant l'avantage qu'il j aurait ..à' considérer , d*une manière plua 
spéciale qu'on ne l'a fait jusqu'ici, tes propriétés des sections coniques 
qui n'ont ' rapport qu'aux* augles^ seuls de certains s]^tè|mes de lignes 
droites qui dépendent, de ces courbes ; m?» , par l'effet de la 
négligence de^ géomètres sur ce point, la matière est ^ ricb^e que 
BOUS ne pouvons nous refuser , malgré l'étendue de cet ajfiele ^ à 
présenter encore quelques reehercbes du même genre , particulièn^s 
à. la parabole » .et remarquables sur^tout par leur analogie avec 
certaines propriétés, des poljrgone» réguliers inscrits et çi^onscrit^ 
M cercle. 

Soient (fïg. 4)/" I^ foyer d'une parabole mnopq ^ lo , In ^e^x; 
tangentes quelconques à cette parabole , la touchant aux ppials res- 
pectifs o g n. Qu'on trace le§ rayons vecteurs fo,fn^ corresp^udant 
à ces. derniers ppîots^ ^l 1^ droite jf]( , joignant le foyer au point 
èù concours des deux tangentes ; d'après les théorèmes (Ilet V), 
ks- angles ^/)s > hfo sont ^aux en^re eux et au supplément (le 
Tangue nbfo , d'où il suit q^e leur somme nfo est double de ce sup- 
plément; c'ejit-à-dice, qi^, dans le quadrilatère nii^f^ pa a 



■y^-*^**^^— i»*-i**-*^— ■ ■—*■»———*» Il II tÊÊiÊm^mif* 



O Outre la démonstration algébrique da théorème de Sunson que contient 
la note de Tendroît cité » on en trouve une dèmonstri^ion purement géométrique 
à la page i54 du TII.^ volume de ce recueil. 
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« La suite des sommets mobiles d'un angle de grandeur donnée 
» et constante , circonscrit à une parabole j forme une seule et même 
» section conique , dont un des foyers se confond précisément avec 
» celui de la parabole y>. ^ , 

Et cet autre , démontré par M. Briancbon Ç^Y» 

« Si le sommet d'un angle mobile et variable est "Assujetti à 
s> parcourir une première «ection conique , et que ses côtés soient 
» assujettis à en toucher une seconde , la corde de contact avec 
» celle-ci en enveloppera une troisième ». 

En remarquant que , dans le cas actuel , cetle troisième section 
conique a un foyer commun avec la première , on poujra encore 
conclure I 

4.^ Qi^e le polygone cirùonserit à noire parabole est lui^mime 
inscriptible à une autre section conique f/ui a un foyer commun 
avec elle , et qui est aussi évidemment une parabole. 

5.*^ Qu'enfin si Ton joint les points de contact consécutifs par 
des cordes ^ de manière à former un polygone inscrit ^ ce polygone 
sera 4ui'-méme circonscriptible à une nouvelle section conique , qui 
sera encore évidemment une parabole , dont le foyer coïncidera 
également avec celui de la première. 



^m 
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£*) Yojes le 10.^ cahier du hvmal itVkvltfolytethniquê (pag* i4>{ 1 
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STATIQUE. 

Conditions d équilibre ^ dans un système libre , de 

JwTne inwriable; 

. a • * » 

Par M. GbrqoitkBw, 



UE SM ctëjài VeTeRu \ 4^U3fL fois , dans le preiçlef f^Iuaie dîedf 
recueit ( pages, i et 1 7 1 ) > sur le si^iet fui va ^'occuper. J'ose 
espérer ^ ûe la manière dpnt je vais leiwisager ne laissera plus rien h 
désirer , soit sous le rapport de la rigueur et de la Iirrèveté> setff 
sous celui de la symétrie qiri , dans ces derniers t^mps-» e^t de^ 
Tenue y avec raison, une sorte de Besoin pour le» géomètres. Le 
difficile , daM eetle recherclbe , est Ae prouver nettement que leS' 
condhIoDS auxquelles on parylent .sost à la foi» nécessaires et suffis 
santés , et de les obtenir par àe^ procédés qui ne puissent souffrir 
d'exception dans aucun cas. C'est par là principalement qiie pèchent 
la plupart des nombreuses théories qu*dn a données jusqu^icl dee 
conditions d^équUibre ; et c'est principalement aussi à éviter les ins- 
convéniens qu*elles présentent sous ces divers rapports, que j'ai donné 
foule mon attention.. La. méthode que je vais exposer présente^ 
d'ailleurs, l'avantage remarquable de n'exiger absolument aucune- 
sorte de calcul» 



I. Avant d'entrer en 



observons 
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quelconque peut toujours être décomposée en trois autrel puhs^nces , 
paA-aàèles à sa direction , et passant par trois points donnés /tdutés 
les fois àxx^ moins que ces trois points rie sont pas en ligne droite 
et que le pian qu'Us déterminent n'est pas parallèle a la direction 
'de la puissance dont ii s'agit. 

a. Soient; en effets A , B ^ G ces trois points, et D le pornt 
oui le plan ABC est percé par la direction de la puissance. Soit 
menée AD , et soit £ le point où sa dircolion rencontre la direction 
6C. On pourra d'abord décomposer la puissance dont il s*agit en 
deux autres , parallèles à sa direction , et passant par les points A 
et £• En décomposant donc celle qui passe par ce dernier point 
en deux autres ^ aussi parallèles à sa direction, et passant par lea 
points B et Cy le problème se trouvera résolu. 

3. On peut remarquer , au surplus , que la oomposàrile passant 
par Tun des sommets du triangle ABC sera nulle , A la ffûissance 
dont il s'agit rencontre la direction du câtë opposé ; et que lèa 
composantes passant par deux des sommetis de ce triangle seront 
nulles , si ëette puissance passe j^ar le troisième. Où peut >^maï*qtt^r 
encore que les trois composantes ne seront de même signé que la 
puissance dont il s'agit i que dAns le seul ces où cette puissiinèe 
irencontrera le plan du triangle dans son intérieur. £)an^^ le cas 
où, au contraire 9 cette puissance rencontrera le plan hors iu. 
triangle , suivant qu'elle le rénconti^ra dans l'un des angles bu 
dans son opposé au sommet, il y aura deux composante^ du une 
seule de même signe que la puissance proposée. Mais ce» cintons* 
tances sont toui-à^fait indifiërentes pour l'objet que nous atone en 
vue. 

4' ^!^^ ^'^^ pl"^ facile que de soumettre au cdeiil la eoua** 
traction que nous tenons dindiquer y cft de dëtermitièr ^atnsi Hntenskë 
de chacune des t:omposantes« Pour plus de simpliéitëi prenons pour 
axé des x une parallèle menée par le point A à Ih direction dé 4a 
puissance , et pour plan des yz nn plan quelconque condoH *fkr 
BG > Taxe des y passant par B et Taxe des z par G*^ IMiigaèlia 



y 
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Par X^ ^ T^% i Z^^ celles <|ul sont appliquées au point A ? 
I^ar 1/ , ^jf , .2!)^ y celles qui sont appliquées au. point B ; 
Par Zx ^X^ y Yi ^ celles qui sont appliquées au point C ; 

de manière que le caractère qui représente la force incïique Tax^ 
Auquel sa direction est parallèle , et que l'indice que porte ce 
caractère fasse connaître à qael axe appartient son point d'application. 
7* Par la théorie des forces parallèles ^ nous aurons (4) 



» 

kZ,^t.{JZ'xf) ; J (II) *^,=:S(-X/zO . } (DH) 



équations au moyen desquelles on déteminerait aisément ïes îûten« 
sites des neuflorcts auxqgaelles tout le système se trouve akisi rëduitr 
8. Mais les trois forces appliquées à chacun des points A , B , C , 
pouvant être composées en une seule , il s'ensuit qjoe nous pouvona, 
considérer tout le système comme réduit à trois forces seulement |.: 
la première appliquée en A ^ la seconde en B et la .troisième en C.^ 
Les conditions ^nécisssaires et suffisantes pour l*ëquilibre entre ces trois 
forces \ seront dont aussi les condltloBS' nécessaires et suffisantes pour 
VéquUibre du système primitif. 



I 
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faitant OÂ..II faudra; donc (f i) .^A^ celle (rqUtijne f^vee $qll ouUet 
c'e^t-à-tdir^f, ^u'ondeyraayoir, . 



X+n+^^o . 



r 

M 



Et, comme oix peut faire un pareil raisonnement $ur les forces 
appliquées en B et C ; il s'ensuit que, pour que les trois forces 
appliquées en A , B , C p auxquelles nous avons réduit le système ^ 
soient dans le plan ABC , il est nécessaire et il suiEt qu'on ait 
i la fois 

, r^+2r^Xy=o, ] (iv> ' 

■ ' . • ' , . ■ ' • . . ... * 

» • ■ « 

i3. Présentement nos'^troisréstohantes sont dans le pl^ do triangle 
Abc et appliquées & ses sommets f et nous avons même décomposé 
chacune déciles en deux aubes dirigées suivant les côtés de ce 
triangle ; ce qui fait en tout six forces , réductibles deux a deux 
Il une seule agissant suivant uuf eâté de ce triangle. Or, lorsque 
trois forces sollicitent ainsi uji triangle , suivant les directions de 
ses trois côtés, elles ne peuvent évidemment se faire équilibre qu'autant 
qu'elles sont séparément nulles ; puisque , dans le cas contraire , la 
résultante de deux quelconques, quand bien même elle serait égale 
et parallèle à la troisième et agissant en seM contraire , ne saurait 
lui être directement opposée* Il nous reste donc à exprimer que 
la force totale agissant suivant chacun des côtés du triangle ABC 
est nulle* 

i4' Considérons seulement ce qui se passe aux deux extrémité» 
du côté AB. La force qui agit suivant AB au point A est la 
résultante de deux forces , l'une ^JT^ agissant suivant AO et l'autre 
-f-l^jr perpendiculaire à cette droite , dans le plan dès sy ; et I» 
larea qjai agit s«|ivant BA an point B est la. résultante de deii^ 
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^ufttions (V) aux ë^uations (II el 111)» nous. aurons définitive- 
ment 

t 

On ne doit pas perdre de vue , au surplus p que ces conditions 
ne supposent nullement que Us coordonnées soient rectangulaires. 

i6. On pourrait ^ par un procédé tout-li-rait analogue, parvenir 
directement , d'une manière, extrêmement simple | aux conditions de 
l'équilibre de plusieurs forces agissant dans un même plan ; mais 
il est plus court encore de déduire 4ses conditions • de* * celles de 
Téquilibre entre plusieurs forces dirigées d'une manière quelconque 
dans r^space. 



i ' 
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moudre et 2i concasser les grains » qui puisse être adaptd à toutes 
les exploitations rurales : cette question comprend, pour ainsi dire, 
celle des Annales , puisque , dans le développement du programme , 
îl est notamment fait mention des moulins à roue horizontale , qui 
tourneraient à tous vents» 

N*étaot pas en position de concourir , et mettant toutefois un 
grand intérêt à ce que le prix soit décerné , j*ai cru . Monsieur , 
devoir voi|s adresser mes réflexions , tant sur la question des Anna/es 
que sur le ' prix de la Sociéii d encouragement , présumant que de 
plus habiles que moi pourraient tirer parti de quelques*unes de 
mes idées , et leur fairâ acquérir le degré de maturité et de per- 
fection qui peut leur manquer encore* 

Je bornerai cependant mon examen \ la manière dont; on doit 
construire les ailes d'une roue horizontale ^ pour qu'elle produise 
le plus grand eiTet ; les autres parties du programme n'étant que 
des accessoires connus , et qui sont applicables à tout autre moteur. 
Je ferai observer , en outre , que toutes les ailes d'une roue hori« 
contale étant égales et prismatiques , il suffit d*en considérer les., 
projections horizontales ; que de plus , les ailes courbes étant d*une 
exécution difficile, quand bien même on en connaîtrait la forme, 
cette construction parait devoir être rejetëe. Par un motif de même 
nature , quoique d'un moindre poids , nous rejetterons aussi les ailes 
formées de plus de deux plans. 

Avant d'exposer la construction qui nous a paru la plus avan- 
tageuse i nous ferons remarquer les faits sulvans , sur lesquels elle 
est basée : ces faits sont vulgaires , et chacun peut aisément - lef» 
vérifier. 

Si y dans un appartement , il n'y a d'autre ouverture extérieure 
que celle d*une croisée exposée au vent , ce vent produit peu d'effet 
sur les objets mobiles ^ui se trouvent situas sur sa direction. Mais, 
si l'on ouvre ensuite une autre croisée opposée à celle-là . et par 
coofséquent non exposée au vent , il pénètre aussitôt dans l'appar- 
tement > et l'on s'en aperçoit par le déplacement des objets mobilea 
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♦ 

Constante I RY'' augmentait, ou que Ton eût RY''>B'X^; alors le 
ieni s'échapperait avec plus de facilite par l'ouverture BK ; par 
conséquent , sa vitesse augmenterait , et son e/Fet sur les parois de 
l'espace prismatique croîtrait également. 

L'on peut conclure de là que, pour faire produire au vent qui 
entre dans un espace , par une ouverture donnée , le plus grand 
effet possible sur les parois de cette espace^ il faut que l'ouverture 
de sortie soit plus grande que celle d'entrée ; et que Ton sera 
assuré du moins de ne point faire Touverture d*entrée trop petite 
en la faisant égale à celle de sortie. 

Ces principes posés , soit AxVCHGFB une portion de roue , 
composée de quatre ailes AA^ , BB^ , FF^ , GG^ , formés chacune 
d'un ^eul plan. 11 est d'abord évident que ces ailes ne peuvent 
point être dirigées au centre de la roue , puisqu'alors elles ne 
produiraient aucun eiTet. Supposons-les donc également inclinées par 
rapport au rayon , et « dans le même sens ,' telles que le représente 
la Bgure , et considérons particulièrement les deux ailes BB^ et FF"^. 
Des points F , F^ abaissons respectivement les perpendiculaires FF^^^y 
F^F^^^ sur BB^ prolongées s'il est nécessaire» Du point F^ , menons 
aussi F^Y , parallèle à B^'/. 

L'on voit que le vent entrant par Pouverture BF > et pa- 
rallèlement à BQ^ , une colonne de ce vent dont la largeur 
sera F^F^^^ ne produira aucun effet , puisqu'en faisant abstraction 
du frottement , rien ne s'oppose à sa sortie , et que l'aile FF^ ne 
sera frappée que par une colonne de vent dont la largeur sera 
FYssFF^'' — F^F^^'. 

m 

Comme Ton peut faire le même raisonnemeirt pour Tes autres 
ailes y il s'ensuit q^u*une,roue dont les ailes ne seraient composées 
chacune que d'un plan unique» laissera échapper , entre 4eux ailes 
Voisines , une tolonne de vent en pure perte • et que , par ce 
motif ^ la construction d'une telle roue doit être rejetée.. 

Examinons présentement la roue dont les ailes serarenf composées 
chacune de deux plans : la question se réduit à utiliser la colonne 

Tom. riu. 4 
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d^ ^jètflL 4oitf la Urgeur est F^^^^ Pour cela , il faut mas<* 
qv^r celte colonne par une ligoa B^K , dont il faut déterminer 
la longueur et la position. 

Par le point F^ , menons la ligne F^L | qui fasse avec CF , et 
du ipéme côté , un angle LF'C ëg^l à Tangle KB^G. Si du point 
K on abaisse sur F^L la perpendiculaire KM , celte perpendiculaire , 
qui est la largeur de la colonne .de vent qui s*ëchappe , devra et le 
un maximum , atin que , d'après le principe que nous avons posé # 
le vent trouve la plus grande facilité k s'échapper. Nous déterminerons 
plus bas eette perpendiculaire ; mais auparavant nous observerons 
que le point K doit se trouver sur le rayon CF^ ; car ^ s'il était 
placé en R^ , par ei^emple , dans rintérieur de Tangle B^CF^ ; et 
que du point h/ Ton abaissât une perpendiculaire R^^ sur CF^ ; 
cette perpendiculaire pourrait être la largeur d'une colonne de 
vent parallèle au rayon CF^ , qui ne produirait aucun effet 9 
puisqu'elle n'éprouverait aucun obstacle ; tandis que , cette colonne 
étant masquée par la partie KR^ , ajoutera au mouvement de la 
roue. 

Nous remarquerons encore que la partie extérieure BB^ de l'aile 
doit être terminée par le prolongement de LF^« En eiFet \ si 
celte partie extérieure était terminée en 6^^ % entre les points B 
et B^ ., en menant la ligne LB^^ , et lui abaissant du point F"^ une 
perpendiculaire F^^^ , il pourrait passer par l'espace BB^ une 
colonne de vent , dont la largeur serait F^L^ » et qui , frappant 
la partie intérieure F^L de Taile 1 tendrait à lui imprimer un mou- 
vement contraire à celui qu'elle doit avoir lorsque la direction du 
vent est parallèle à B^'^L. Il est clair que rintenslté de cette im«* 
pulsion contraire ^ ainsi que son Iras de levier par rappoi^t au 
centre G de la roue > augmenbralent , à mesure que F^L^ deviendrait 
plus grahde. 

Si| au contraire , cette partie extérieure était prolongée jusqu'en 
B^^^y en menant les droites BK , W^ y et leur abaissant' irespet. 
iivement du point P les perpendiculaires F^^ F^^'^^ ces perpen^ 



oculaires seront lea largeurs de deux colotmes ^oirt la Arectron 
sera contraire à celle du mouvf^ment de la roue , lorsque ces colonnes 
seront parallèles à la route du yent ; mais comme alors elles ne 
rencontreraient aucun obstacle , U s'ensuit que Ton doit préférer celfes 
dont fa largeur est PF>F<F^''^ , puisque la partie du yent qui 
tend à faire tourner la roue en sens contraire , se troure diminuée 
d'autant. 

11 suit de éet^-exposé que la; partie extédenre d^une ailé doit être 
terminée au prolongement de la partie intérieure de Taile ^i' l'a 
auit consécutivement* 

Déterminons présentement la direction de la partie intérieure de 
Faile. Pour cela , prolongeons les lignes F^L et B^K » jusqu'à ce 
qu'elles se rencontrent en O ; et remarquons que Ton a Ang^R^OF^ 
^Ang:WŒ' \ d'oa il suit que les quatre points B^, C,0/F^ 
sont placés sur une même circonférence ; et que « par conséquent, 
les deux cordes B^O , F^G se coupent en parties réciproquement 
pr#portioLnclles au point K ; Ton a donc B^xKO=F<&xKG } d'où 
Ton tire 

« 



Mais ; en faisant 



F/CB^=:F^OB^s;> ; 



p étant Tangle qui sépare deux ailes eonsëcudyes ; et faisant de 
plus 

CF'ssr el CKa=* ; 

é 

•n auri 
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r 

FK=:r— jr ; 

et 



Mais p en abaissant da point K la perpendiculaire KM sur OF' 
on a 






auVstitaant donc toutes ces valeurs dans la formule (i) , elle de« 
Tiendra 

KM «('i— «) 



Stn^ y^ r^ I jit ' a rjcCos^ * 



mais , d^apris les principes ^e nous «Tons posés , KM , qui est la 
lar^^ur de la colonne de rent qui s'échappe , doit être un masimmm ; 
on devra donc aroir 



OU 



6«^ y r ^ -^ g^i . . a rxCo»^ 



diflerenlianl donc celle quantité , en faisant varier x seulement , 
et égalant le résultat à rero ^ on trouTera réquatîoii 
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L'on remarqnera que « l'angle p étant aigu , T^quattôn (s) n*a point 
de racines négatives. De plus^ si l'on considère la courbe parabo- 
lique dont l'équation est 



ys:— r^4-(M-Cos./>)r"ar— 3riar'Cos./?+a?^ .; 



Ton remarquera que , dans la même hypothèse de p aigu , cette 
courbe n'a point de tangente parallèle à l'axe, des x^ et que , par 
conséquent, l'équation (2) n'a qu*une racine réelle positive* En se 
donnant donc Tangle p^ qui est de 7^.3o^, dans le cas où la roue 
porterait 48 ailes , l'on peut trouver cette racine par approximation ; 
mais , dans la pratique , nous pensons que l'on doit préférer le procède 
que Yo'ci / et qui , bien qu'il ne soit qu'un tâtonnement , sera 
plus que suffisant* 

Soit HCS Tangle p^ qui comprend une aile de 'la roue. Tirons 
la corde HS , et divisons^-là en un certain nombre de parties égales i 
cinq par exemple. Portons ces divisions sur les rayons CH el CS , 
aux points i,a,3,4f^96i«***«-*f P^i* '^ point H et les 
points de division sur le rayon CS » menons les droites Hi , Hâ ,* 

H3 , H4 « ; et abaissons - leur des points de division corres- 

pondans i,2«3,4>*«*«-* deÇH/ des perpendiculaires^ ainsi 
que le représente la figuze. £n mesurant ces perpendiculaires , on 
voit qu'elles vont sans cesse en augmentant , depuis le point i 
jusqu'au point 8 ; que les perpendiculaires menées des points 8, 9,1c 
sont sensiblement égales \ et qu'à partir du point 1 1 , elles vont 
en diminuant. Parmi les perpendiculaires égales 8^i , 9^, iq/*^ nous 
prendrons celle 8^ , afin de donner moins de^ développement aux 
ailes. Le point 8 étant ainsi déterminé ; du point C comme centre ^ 
avec le rayon C8 , nous décrirons l'arc 8X , d'un même nombre 
de degrés que p \ par le point X et le point S , nous tirerons la 
droite XS , que nous prolongerons indéfiniment. Du point S comme 
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qu*U faut laisser aux planches dont ces ailes sont formëes ; et qui 
finiraient par obstruer la roue , si elles étaient en trop grand nom<^ 
bre. lïous pensons qu'une roue de sepi mètres de diamètre peut 
porter quarante-huit ailes. 

D'après les principes que nous avons posés , Ton voit combien 
!1 est important de laisser au vent qui est entré dans la roue . la 
plus grande facilité pour s'échapper , par les disques des cou* 
ronnes qui portent les ailes. Ces disques doivent ^ par con- 
séquent , être embarrassés par la charpente le moins qu'il sera 
possible (*). 

Le programme de la société d'encouragement porte : « 11, faut 
y que la machine et le sol soient à couvert dé la pluie , .et que 
» les ailes soient garanties de TefFet des ouragans ; soit en s'élevant 
y> et s'abaissant à volonté ^ soit par Tentourage solide dont elle^ 

• • • » 

• pourraient être environnées ». 

11 nous parait que ^ des deux moyens de garantir la roue que 
le programme autorise , celui de pouvoir élever ou abaisser les ailes 
serait dispendieux et d'une exécution dllEcile. ITous ne nous ocoi- 
parons donc que de ^entourage solide dont les ailes peuvent .être 
environnées* 

Nous proposerons 9 en conséquence» pour remplir cet objet, Jes 
murs obliques , au nombre de seize » garnis de portes dont on 
fait usage , dans les moulins à la polonaise , et tels qu'ils sont 
représentés ( fig. 6 ) «a'a / a ^^ a'^^ •.;*••• Ces murs .seraient 
couverts par des voûtes , et porteraient un toit qui mettrait la rou^ 
parfaitement à l'abri des injures du temps » lorsqu*on le jugerait 
i propos. ' ' 



(*} Cela «ipllque ponrqoai » lorsque l«i'd)sqiiet:dfon petSc modile'^qaa ('aï, 
bit'ffiiciiier #n fu^Uaac) soat fanoés , U m^ m iofii^ P^t^; ., /J ; , . , 
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Nous Ignorons de quelle manière sont disposas ces murs , dans 
les moulins à la polonaise ; mais II nous parait qu'ils doivent Têtre 
d'après les conditions suivantes : i/ que le vent ne puisse parvenit 
directement à Tarbre de la roue ; 2.^ que l'obliquité des murs soit 
dirigée dans le sons du mouvement de la roue ; 3.^ enBn , que 
rintervalle entre deux murs voisins , dans la partie la plus étroite» 
soit un maximum ; afin que la roue puisse recevoir la plus grande 
quantité de vent possible* 

I /on. remplit la première condition ^ en appuyant la tête exté- 
rieure de Tun des murs et la tête Intérieure du mur suivant sur 
le même rayon. Les deux murs a^ ^ représentent cette disposltloa 
sur le rayon AC. La deuxième condition est remplie par ces murs ^ 
dont I r.ol)UquUé est tournée dans le sens du mouvement de la 
roue.. 

Pour la troisième condition , Il faut se donner le rayon de la 
fone j décrire avec ce rayon une circonférence de cercle et diviser 
cette circonférence en se'ze par es égales. Soient Cd ^ Câ des 
rayons menés à deux points de division consécutifs « et formant 
eonséquemment entre eux un angle dCe de 22^. 3o^ ; il 
s'agit de mener , par les points rf et ^ , deux droites éfg et eJi 
formant aussi entre elles un angle de 22''.3o^^ et qui satisfassent 
\ Féquatloa «' 






ir*— 3rjr»Co6^-(r(^+Cos^)r*j?i— r^^ŒO , (») 



en 



r'^— ^24-Cos^) jrr'-f'^^'rCos^— «^ =0 > (3) 



qite nous arvons dé}2i trouvée , et dans laquelle s , qui est Te rayon 
de ht roue, est ici ctHimie ; tanfdis que llaconnue est rssÇ^^CA ; 
lei oÙL Ton a de plus piokzil^^^. Qo poumit: encore ici Pésoudre 

TëquatioA 



If^iaati^ ^ (3) ^vt ap^oximytiofi ; mata , dans la: pratique , un 
.tâu>fin9menii;/gfapllîq,t>^ > i9nalogtie à eelut par tequ^i nous 
ftMa/i^ diîjà él^dé- i» téâoluûon de. Pë^aUfrn (2) , parait devoir- être 
pr-éféi?ér * 

Soient donc prises , sur nos deux rayons , prolongés indéfiniment, 
dai pw Uea ég»le$ ^bîlra4fe$ G/* et Cl ; sdit tirée la corde fl ; et 
aolt divisée eefle corde en cinti parties égales. Soient potées ces 
paffiie^ âuff jfC et JC , de ^ et / vers C, en 1 , a , 3 , 4 9 ••-••• 
atteint aenâes du- poôot / aux poinfe dé divi^ie^ de G/ )e9 droites' 
y* f A f /3f ^'^4 f ^••••'•••Ç cti pfiw* les points dé diyision^ èofrei^I 
pondanÊs dé C^smeot arf^ai^sëes respeeiivémen^t sur z^^ droites 'l<^s 
pMrpfndicubi«t9 marquées daii^> kî frgure. On rettoarquera .qu« ces 
petpendkuMo^s ^iit* er(fyrs.lafir ju^qi^â celte 4^« ^^^ P^^^ ^^ point 
Al q^e.Ia.peifp^ndicufeich 5^ hir est- sensiblement, égde, tandis que 
1^ suUraAle» (Kminneht progfessWeflbent.' Btoos pouvons dune oott-> 
ffîd^^er 4^«i eontme étant k peu près b perpendiculaire maximum.' 
Ëi|': «oaséq^nt» .^ TnoRUi'poutôfns. regarder /4 comme Itft longuiouv 
'4|ui correspond^ à la perpendiculaire maximum. £n menant doM-y 
paK.le :poinl d, 4a dtppite .^JS> perallèk à ^4, cette.' parallèle «era 
la. posi|^oi);d'tine face de Van des murs obliqiieSi p»r rappori) aux* 
rayons Ç/* et C/^ pour remplir )a condition que cqs inu^s laissci^, 
en r r^e eux . U. ..pi us. grand laterfalleL^ ^nsslLle» £j^ 4ifaii^ doncr- nne, , 
parallèle no à* rA « q^i en: soit distante d*une quanlît^ %^9f\% «^r. 
Fépaisseur du m^ur ; çi^ite^ par^illèJe représentera l'autre facf du 
iliur obiiq)ie^ Ijes tètes de- c.^ nifirs serôpt d'ailleurs détçri^inées . 
par les raj^ons de (a rpue prolo^gé3 et par les côtés de deux pn*, 
lygones réguliers de seize càtéss ayant des . rayons^ peo difiPérenSr 
dé C^ et GA. Le polygone intérieiir doit être tracé de mani^ère & , 
laisser assea^ de. j.eu pPMT quo U. roue ne. le touche point. 4ans. i^0Q<. 
mouvement. L'inspection de. la iigqre fait d'ailleurâ a$sje2 connaitrip'. 
là .position de qes. polygpnes. j^o^fq.xen^e superflue toutfi explicatioa 
uUcrieure. 

Jcm# Vin: 5 
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Nous avoDS représente par pf Tune des portes dont nous 
supposons les ouvertures garnies , et qui , lorsqu'elle est ou- 
verte , se replie dans l'épaisseur du mur. On voit la même porte 
fermée en py ; de sorte que çç^ est Tare qu'elle décrîl «a st 
fermant. 

Le quarré T représente une trappe serrant & communiquer de 
l'intérieur du moulin dans l'embrasure; et les corniches C^, O/ 
G^,. autour des tètes extérieures des murs obliques / servent h com- 
muniquer d'une embrasure à l'autre , pour ouvrir et fermer les 
portes )9^ y suivant que l'on veut donner du mouvement à la roue 
ou l'arrêter. L'on voit en X un . coin , porté à l'extrémité d'un 
levier» que l'on introduit entre la couronne inférieure de la roue 
et le mur qui lui west circonscrit > afin de pouvoir jeu arrêter le nou«- 
vement , sans être obligé de fermer les portes. 

Parmi les difSérens systèmes de charpente dont on peut garnir 
jes disques des couronnes qui portent les ailes , on peut adoptef 
celui que représente la figure , et qui parait n'avoir pas Woin 
d'explication. . 

On pourrait objecter aux diverses eonstrucfions dont on vient de 
faire le détail qu'au moyeti des murs obliques » il suffit de former 
chaque aile d'un sétrl plaa> dirigé- vefs l'axe , ainsi que cela se 
pratique dans tes moulins à la polonaise. Mais on peut répondre 
que la conAraction que nous proposons , donnant déjà du mouvement 
à la roue, indj^pendamment des murs obliques » son effet doit être 
accru par le secours de ces murs ;' ou bien qu'elle sera utile dans 
le' cas où le peu de vent ne |)ermettrait pas de faire usage de^ 
moulins à la polonaise ; et que , dans tous les cas , ceux-ci pro^ 
duiront moins d'effet. D'ailleurs , l'objet principal de la construction 
de* ces murs est de pouvoir mettre la roue à Tabri des injures 
da temps > aiosi que le detnande le progamme. Nous ajouterons 
ei^core que les murs obliques seuls ne favorisent le mouvement 
de la roue que pour les vents directs ; et qu'ils detrienneaC 
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icontralres i €c moarement , en réfléchîssaiit le vent ; ainsi qu'on 
p^t le remarquer dans la figure , par la cliroction des deux flèche» - 
I et IL 

Nous ne nous proposons pas d'entrer dans le détail de fous les 
accessoires ^ communs avec lee autres moulins , que demande le 
programme dis la spciété d'encouragement ; nous croyons eii avoir *• 
dit assez pour faire comprendre l'esprit de la construction que l'on 
pourrait adopter dans la vue de concourir au prix proposa ; et le 
i>ttt de cette lettre sera complètement rempli , si les idées qu'elle 
renferme peurent .en faire ëclore de moins imparfaites* 

Agrées , JBïCs 

Marseille , le 8 de juillet 1817. 
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QUESTIONS PROPOSÉES'* 



w 

Trobtèmes de Géométrfe. 

...... » • 

• I 

h xJvEUÀ est la courbe qn'enveloppe dans^ son ino«Tpm«fit une 
droite de g^odeur oonalante', parpétueHement Inscrite à une même 
section conique ? Quel est le lieu du sommet de Pangie variable > 
circonscrit à la mémo couibe ,. dont cette droite est la corde de* 
i:oDtact r 

IL Quel est le lieu du sommet d'un angle mobile « dé grandeur 
constante y perpétuellement circonscrit à une même section conique^ 
Quelle est la courbe qu^enveloppe dans son- ntouvement là cordq^ 
dfi contact , de grandeur Tariable^ de cet angle mobile ? ('^); 



tr 



O Ce second problème est connu ,. et nous ne !è plaçonr ia que pour 1er 
rapprocher du premier^ avec lequel il sa trouve avoir llaMalogîe h plu» par<^ 
fiute. 
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HYDRODYNAMIQUE. 

Essai sur les oscillations et Vé(juilihre des corps 

Jloltans j 

Par M. Le Barbier. 



• l^ORSQU'UN corps est d^unc densUë moindre que celle d'un fluide 
dans lequel il esl plongé , il existe toujours une position où ce 
corps est en équilibre ^ quelle que soit d'ailleurs sa figure ; car il 
suffit pour cela , comme on le sait , par les principes de Thydros- 
latique « que le centre de gravité du corps et celui de sa partie 
: plongée I et considérée comme homogène , soient dans une même 
verticale ; et de plus que le poids total du corps soit égal à celui du 
Tolume de fluide qu'il déplace* 

Si , par quelque cause que ce soit , ce corps est écarté de sa 
position d'équilibre , et ensuite abandonné à lui-même , il prendra 
généralement deux mouvemens ; Ton de translation dû à la dif- 
férence entre le poids de ce corps et celui du fluide déplacé : 
l'autre de rotation dû au défaut de verticalité de la droite qui joint 
le centre de gravité du corps à celui du volume de sa partie 
submergée. 

On a» depuis long-temps , les conditions générales de la stabilité 
d& l'équilibre des corps flottans. Ces conditions suffisent lorsqu'on 
Tom. FIIlj /!.• // , I." août 1817. 6 
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DES CORPS FLOTTANS. Sg 

Sî Ton désigne par x ^ y , z les Iroîs coordonnées rectangulaires 
de Tun Am des ëlémens matërlels d'un corps m , pour Tépoque / , 
et par X, I^, Z les composantes parallèles aux axes de la force 
accélératrice qui sollicite cet élément à la même époque , en 
aura (^) les six équations suivantes , pour déterminer le mouYcœent 
de ce corps 

M-=J2àmi 



j\ 






di^ 



^^dm^J{xr^yX)dm j 



le signe intégral devant être étende , dans ees six équations > à la 
niasse entière du corps. 

Pour passer , sur un plam» d'un système de coordonnées rec- 
tangulaires ÎL un autre système de même nature , on a les for* 
mules connues 



O Voyez la Mécanique analitî^ue , a.™^ édition, tome i.^^i p^ges aSg 
et a63. Yoyez aussi le Traité de mécanique de M. PoiSSOir , tome a.™* » 
n.<» 4^^* 
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\ (3) 

• et ^ ëtant les coordonndes dès Torigine des x^ ^ y^ , et f Fajigla 
que font entre eux les axes des a et des s^ ; cet angle ëtant 
compté de droite h gauche , à partir de Taxe des jr. Lorsque 
l'angle f devient obtus , les formules (3) se chantât en celles-ci 

(4) 



•^ ëtant supposé le supplément de Tangle obtus p ; c'eit-2i-dire ; 
que l'angle 4" est aigu ; maïs U est compté de gauche à droite , 
à partir de Taxe des Xm 

Soit maintenant ÂBCD ( fig. i ) la section verticale qui divise 
le corps en deux parties égales et semblablement disposées , par 
rapport à cette section ; soient AB 1 intersection de ce plan avec 
le plan de flottaison , lorsque le corps a été écarté de sa position 
d'équilibre ; AC une perpendiculaire à Taxé OG de ce corps ; O le 
centre de gravité du corps; G et £ ccyx des volumes des parties de ce 
corps correspondant respecilvement aux sections ADG et CAB. 
Soient de plus OG , OF et une troisième droite OZ , perpendiculaire 
à la section ABCD , et non représentée dans la figure , trois axes 
rectangulaires , fixes dans le corps , et auxquels on rapporte la 
surface qui le termine ; soient encore As^ tangente à la surface au 
point A , Ay^ perpendiculaire à cette tangente , dans le plan de 
la section, et une troisième droite Az' , perpendiculaire aax deux 
autres , et non représentée dans la figure , trois autres axes rec- 
tangulaires , mobiles dans le corps durant son mouvement ; soient 
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enfin Os verticale et Oy horizontale deux axes rectangulaires aux- 
quels OH rapporte le mouvement de rotation du corps. Quant au 
mouvement de translation , nous le rapporterons à la ligne fixe 
AB C^). Supposons en outre (/ étant la valeur qui répond à Tétat 
d'équilibre ) p 

OH=/4-^ , OD=A , GOM=pr , :p/AN=* , (**) 
On a , par les deux dernières suppositions ^ 

w étant I comme à l*ordinaIre , le rapport de la circonférence au 
dlamèire. 

SI Ton désigne par d^ le volume élémentaire qui répond II Télé- 
ment matériel dm du corps , g étant , comme îl l'ordinaire , la 
gravité y et f la densité du fluide; on aura yXd/72=^/d/7i — gifdf^* 
L*Intégrale yd/T? devant être étendue à la masse entière du corps , 
et /d^ ne devant être étendue qu'au volume de la partie de ce 
eorps plongée dans le fluide , on aura , plus simplement ^ 

fXdmsz^gf/d; j 



'O Yojez la Mécanique de M. PoTSSOH, tome II, pages 4a i et suivantes. 
C*) Le point M , que l'auteur n*a point qualifie , parait être le centre de 
gravité de toute la portion du corps qui répond à ADCfi j; AN' et ÂR ^ sont 
quelconques. 

J. D. G. 



/ 
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le point place au-dessus de p indiquant que , dans l'Intégrale , Il 
ne faut retenir que les tennes qui dépendent de renfoncement ^ 
du corps et de son Jnclinalson I ^ après qu'il aura é^é écarté de 
sa position d'équilibre. De plus » comme pour le mouvement de 
rotation , on a 

m étant le rayon recteur mené du point O à la pro[ectîon d'un 
point quelconque du corps sur le plan des jry , et ^ l'angle que 
fait ce rayon vecleur avec Taxe des x ^ avant que le corps ait 
été écarté de sa position d'équilibre , on aura 



Aê-rl^O^=*^'i: 



Jlf AT* étant le moment d'inertie Su corps , relativement à Paxe de 
rotation. Observant de plu» qu'ici Y=.q et ^dfl»=o , le& équations 
du mouvement seront ainsi 



a*/ 

•''cûr"*"«'«/3''=<>» (5) 



^^* ^^+8r/yà9sso . (6) 

Nous avons placé un trait au-dessus de la coordonnée horizontale y, 
aHn de la distinguer de celle qui entre dans l'équation de la sur- 
face , dont nous allons faire usage. 

Soit F(«,y,x)=o l'équation de la surface qu termine le corps 
dont il s'agit; désignons par •, js les coordonnées du point A, 
rapporté aux axes OG, Of j l'équation de la même surface, rap- 
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port& aax nouveaux axes A*', \yf , Kz\ sera , par les formules 
(4) t et après avoir changé les signes des coordonnée x' , y* , 

F(— «'Cos.4'-;y'Sîn.^+»,ar''Sîn.4'— f/Cos.-*-!-/!, z)=o . 

Prenons deux nouveaux axes rectangulaires des s" , yf* , situés 
dans le plan ABCD ; soit AN Taxe des s'' ; on (3) 

«/=jf''Cos.^— /'Stn.f , 

y'a*''Sin.H-y''Cos.f ; 

■ * 

rabsiltaant donc et faisant ^^=o i on aura , pour la section du 
corps par le plan dont AN est la trace , Téquation 



Au moyen de cette ëquatioo , on calculera Taire de cette section ; 
dans laquelle Tangle f entrera comme vasiablo ^ de sorte qu'en pre- 
nant une section consëcutive, qui fera, avec la première un angle 
NAN^=d^ , nous pourrons représenter le volume élëmentaire à9 
par le solide que ces deux ' sections concicutives détacheront du 
corps , et auquel on peut donner le nom d'onglet ; volume que 
Ton calculera rigoureusement par le Théorème de Guldin. dt^ sera 
donc de cette forme 4^d^ , ^ étant considéré comme une fonction 
de l'angle f. On aura donc ydj en intégrant ^d^ , depuis pzzo 
jusqu'à ^sriv-f-^'+l j et en ne retenant^ dans Tinlégrale ^ que 
les termes qui contiennent ^ et #• 

On obtiendra J , en fonction de Tangle f , en observant d'abord 
qut 
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dass laquelle (3) 





>+* 



Die p!9t , paisq«e f 

rr ^1 ^ à rœ des 



d^sgne la dîstxDce 4a 



de p>«>l^ <• 



9=sJgO».9 • y=s^Siii.f , 



^o« 








^ î 



les întfgya^g^ denat être prâes depuis 0=:^ jusqa^à f=7 « | ^ I ^ 

Pour r— flflrr celte mitthcdt , il bobs reste à deierÛMr let 
coordocmées m tt M du pcînt A*, et Tan^ "k fw foat 
les axes OG cl A^» Si , dans rêfpxatîoa de la sariace 
fait x=ro « OQ aora Tccpalioa de la sectwi ABCD ; savoir P^x^jr)^^^, 

r. 



fWfclAiMt cette {fvadoB «vtc ccSc ée la Bgw AB^ 



■ff 
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az=ftx+^ > 



dans laqaelle on fait , pour abrëger , 



='^^''6*' '=â!' 



on axira les coordonnées ^ r ^ t ^*^^ 



^=/W=-Tang.^ . 



Le point placé au-dessus de x indiquant qu'il faut faire âr=tf, 
après la dîfFërentiation. Cette tangente est prise négativement , parce 
que les x positifs sont comptés suivant la direction OG. 

on peut, au Heu de la section dont AN est fa trace , sur le 
plan ABCD , prendre une section parallèle au plan de flottaison. 
En effet , si l'on rapporte l'équation de la surface courbe aux axes 
HO , HB , on aura (3) 

F{(/4-^— ^)Cos.l— jrSîn.#;c (/+^— J?)Sîn.^+yCos.l,;e}=o : 

SI ; dans cette équation ,. on considère x .comme une constante ; 
ce sera Téquation de la section parallèle au plan de flottaison ; l'aire 
de cette section , multipliée par àx sera àe : donc , en Intégrant 
depuis jr;=o jusqu'à s égal à la distance comprise entre la ligne' 
AB et une parallèle à cette ligne tangente à la courbe ABCD , 
on aura le volume du fluide déplacé. Quant à ^ ^ il sera facile de 
Tavoir en fonction de x ; car , pour cela , Il ne faudra que calculer 
la distance du centre* de gravité de cette section à l'axe OH. Il' 
est clair d*allleurs que la limite des intégrales s'obtiendra , èn^ faisant 
Tom^ FUI. 7 
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— =0 y dans l'ëquatlon difFërentlelle de la section ÂBCD , rap«- 

portée aux axes HO , HB ; car , de cette ëgalitë ,^ on tirera la 
valeur de Tabsclsse x j laquelle , ëtant substituée dans- l'équation 
de la courbe , donnera pour y 1^ Umite en question. 

Cette dernière méthode est plus simple que la précédente ,. ea 
ce que le centre de gravité de l'élément A^ est plus facile à dé- 
terminer j et que la transformation des coordonnées y est moins 
compliquée. Au reste , il y a un cas , que nous allons prendre pour 
exemple , et pour lequel Tune et Tautre médiodes paraissent jouir 
d*un même degré de simplicité* 

Supposons que le corps dont il s'agit soit un cylindre droit 
ayant pour base Tune des sections coniques ^ renfermée dans Téquation 

et représentée par ABCD ( ^g* 3 ) ; on aura » par la première 
méthode , 



m /4-Amji 



ais • 



en faisant » pour abréger ; 



Et comme , dans cet exemple y la fonction # se réduit \ \ Lr* i 
et Ag ^ \r\ L désignant la hauteur du cylindre et r le rayon 
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vecteur AN ; on aura facilement j au moyen des valeurs prëcëdentes 
de * , jS f et Tang.^" , la yaleur de ce rayon vecteur. On trouve ^ 
tout cakul £att y 






MCos.»f+^Sîn.>^PSio.^Cos.^ ' 



en pesant; pour abroger. 



M^^mH—mQos.^^ , iV=Cos.*^— wîSîn.»^ , 



Pas— a<i-fffi)Sin.+Cos.+ , jR=2/iCos.^— (/4-2«w)Sîn.^. 



au 



moyen de cette expression de r> on intégrera r'd^ et jrdf^ , par 
les méthodes connues ; de sorte qu'en représentant respectivement 
par 5, C^D les trois intégrales fr^A^ , /r^Sm.pdç ^ Jr^Cos.pdp , 
prises entre lesHmites f =0 , f== 7 «+^+i, les équations du mou- 
vement se chasgeront en 

# 

lfjr>|J-Z^f(iS(«Sîn J./K:os.#)+i^[CCos.(^+0-D^ . (8) 



Telles sont les équations rigoureuses du problème , en faisant 
abstraction de la résistance du fluide , ce qui est fort inexact. Nous 
allons en déduire le cas que Ton sait résoudre généralement; celui 
où le dérangement du corps est fort petit; et pour lequel la ré- 
sistance du fluide est une quantké assez petite pour être négligée y 
ce qui rend les équations du mouvement linéaires , en négligeant 
les puissances de t et { supérieures aus premières. Nous applique-^ 
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rons ensuite directement à ce cas une piéthode qui nous a para 
assez simple. 

Dans le cas oit la base du cylindre est un cercle , on a ; 

z»=— X , n=2a , M^N=i , P=o , R=:2a ; 

a ëtant le rayon du cercle. En ne retenant , dans leur second 
membre , développé au moyen du Théorème de Mùclaurin , que 
les premières puissances de i et ^ ^ et observant qu'à cause de 

on a 

d(4H-0 

les équations (7) et (8) s'intègrent facilement. On obtient absi ^ 
tout calcul fait , en posant , pour abréger h'^fzzH , 

^=.Cos.|/j^/S^^^+.'|, (9) 

i, 1^ , t/\ %'f étant des constantes arbitraires. 

Lorsqu'on se borne aux premières puissances de I et ^ , on peut 
parvenir aux équations linéaires , au moyen de la méthode suivante , 
qui nous a paru assez simple. D*abord ^ il est clair que la partie 
de /diT que nous avons a considérer peut être assimilée , en général , 
\ un cylindre ayant pour base la section du plan de flottaison etj 
dans notre exemple, à un parallélipipèdc ayant pour base 
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aXl/HCn+mH) > 

ê 

et ayant pour hauteur la petite quantité 3^ ; car îl est aisé de 
5*as8urer que renfoncement du corps dû k la petite quantité ê est 
du second ordre ; on a donc ainsi , après avoir substitué ce rec- 
tangle dans Téquation (5) et intégré, 

expression qui, en faisant m=:— -i et n:=2a^ est parfaitement con- 
forme k celle que nous avons obtenue précédemment d'une autre 
manière. 

Si l'on désigne par II le volume du fluide déplacé dans la po- 
sition d'équilibre du ccnrps , par ÔG La distance du centre de gra- 
vité du même volume au centre de gravité O du corps ; si ^ de plus, 
on désigne par les mêmes caractères , mis entre parenthèses, les 
mêmes quantités relatives au fluide déplacé par le corps , après 
qu'il a été écarté de sa position d'équilibre , on aura rigoureusement 

/^di^=(n)(ÔG)Sin.O+^) } 

de manière qu*en négligeant les puissances de I et f .supérieures 
aux premières, on a tout de suite 

/Jdf'sn.ÔGC^+r) ; 

attendu que les quantités (TI) et (OGj ne difFèrent respectivement 
de n et OG que par des termes qui dépendent de l et ^, lesquels 
deviennent nuls , lorsque I et ^ sont zéro. 
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SI des points M et £ on abaisse sur OF les perpendiculaires 
MP et £F ; on aura la proportion 

U: j::PF:OP-. 

En exprimant par u le volume du corps correspondant au secteur 
BÂC^ on tire de cette proportion 



0P=^, Tang.G0M=:-^=^=i: 

^^"*^ (OG) (OG)[(n}+i/] 



OF 



U ëtant de la forme P# j si Ton fait ÔF^p , en aura 
substituant cette expression dans Tequation (6) et infëgrant , on » 



' * 



Dans le cas où le corps plonge <ian» fe fluide est un cy^niTrc^ 
on a »=P#=3L^,i et >P=f> ; d'où P/?=iLyi; le point placé au- 
dessus de y indiquant qu'il faut y faire x=H. De plus, en con- 
«errant les mêmes dénominations que ci-dessus ^ il est aisé d« voir 
^tt« l'on a 



•^ n ' 



l'intégrale devant être prise depuis ar=o jusqu'à szzH, On tîre 
de là, à Cause de HsszL/ydx, 



V _ 
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Appliquons e^lle formule au cylindre dont la base est une ellipse 
ou un cercle. Sî Ton faltjrs=^m( — — orjz (*) , on intégrera fa- 
cilement, et on trouTera 

fxydx-^hfydx = 

Lorsque la base du cyfmdre est un cercle , on a ;7i=si , n=2a , 
z = X^« y, ; on trouve ainsi, tout calcul fait « 

t 

Cette expression coïncide avec celle que noas avons obtenue précé- 
demment d'une autre manière ; car , au moyen de la formule connue 
de trigonométrie qui donne la tangente de la somme de deux arcs , 
en fonelion des tangentes de chacun d'eus » on trouve 

aArc (Tang.» j/^) = T-4-Arc (Sm.= ^) . 



(*> Vojex le Traité de talcul àiffinntiel et itêalcul intégral ^ par fil LacEOIX 

tom. II , pag. 3o ( a.°^« ëdilion). 
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En conservant les mêmes dënominallons que cl -dessus ^ on 
trouve , pour la sphère dont le rayon est a , soit par Tune soit 
par l'autre des deux mfélhodes que nous venons de rapporter 

9 , / , f/ ; // ëtànt les constantes arbitraires. 

On peut parvenir très - facilement aux expressions pr<^cëdenfes 
de I , relatives au cylindre et. à la sphère , en considérant que, 
quel que soit le dérangement du corps , le centre de gravité du 
fluide que ce corps déplace est toujours sur une droite KL ( fig.. 2 ) 
verticale , passant par le centre du cercle ou de la sphère ; dis- 
tance qui est généralem^t (tf— A)Sin.f, ou bien* (a'^h)ê ^ et qur 
doit être multipliée , dans le premier cas , par le volume d'un 
segment de cylindre , et dans le second , par le volume d'un scg^» 
méat de sphère ; calcul que Ton peut .faire par la géométrie ordi^- 
naire , et auquel répondent les expressions précédentes , qui de- 
viennent respectivement', dans le cas où le cylindre et la sphère 
aont entièrement plongés dans* le fluida- 

# * J' ' ' 

Quant aux valeurs de i , elles sont nulles , comme cela doit 
être*- 

L'inspection des valeurs dé ^ et r relatives au cylindre à base 
circulaire et à. la sphère, suffit pour faire voir, d'une part, que 

le 
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le mourement diminue à mesure que ri ^t 2/ augmentent ensemble 

ou séparément ; et de Tautre part , que le mouvement de trans* 
lation étant le plus grand possible , lorsque l'enfoncement H est 
fort petit y augmente jusqu'à Hzsia ; et qu'enfin il diminue jus- 
qu'à H=s2a, où il est nul. Mais y comme la densité p se trouve 
liée avec la hauteur H , il faudrait avoir $ en fonction de H ou 
réciproquement , afin de pouvoir évaluer renfoncement H qui répond 
an mouvement d'oscillation le plus lent. Quant au mouvement de 
rotation , la quantité qui multiplie û-^h devant toujours être posi- 
tivé , on voit que lo corps oscillera autour de la position d'équi- 
libre y ou qu'il restera dans la position où il aura été placé , 
ou enfin qu'il chavirera, suivant que la hauteur h du centre de 
gravité sera plus petite que le rayon a de la base du cylfndre ou de 
la sphère, ou qu'elle lui sera égale, ou enfin qu'elle sera plus grande. 

Passons maintenant au cas général. Soient , pour cela ^ Ox , Oy , 
Oz ( fig. 3 ) trois axés rectangulaires , menés par le point O , centce 
de gravité du corps. Soit LOz un plan qui fasse , avec l'axe des 
^ , un angle «i-Hf , de manière à ce que ç soit l'angle variable 

•dû aa mouven^ent du corps autour de l'axe Oz, que nous sup- 
posons vertical , et «i un angle constant , pris à volonté. Soient 
encore OL la commune section de ce dernier plan avec celui de» 
xy , en sorte que l'on ait LOj?=tf+f » ABCD la section du corps 

' faite par le plan LOz ; AB la section du même corps faite par 
le plan de flottaison. Si Ton suppose en outre que la ligne* Oz^, 
située dans le. plan LOz » ne soit autre chose que l'axe Oz qui , 
après le dérangement du corps de sa position d'équilibre , a pris 
cette situation Oz^ , et que {, et 4^ soient respectivement les pro- 
jections de l'angle zOz^=l, sur les plans des xz et des yz \ il 
est clair que les équations du mouvement de rotation , autour des 
axes Oy et Ox ^ étant analogues à l'équation -^ (6) des problèmes 

, précédens « on aurg ,^ en y comprenant l'équation du mouvement 
de translation , 

Jom. Fin. i 
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MK*^^+gfJliiy=o . ) (il) 



JUK* et MK^^ désignant les momens d'înertîe relatifs aux axes des 
y et des x ; quant aux autres cjuantitës , elles ont la même signi- 
fication que dans les problèmes prëcédens. Tout se réduit ainsi à 
avoir les intégrales fàç , fxà» , J'yà» , étendues & toute la partie 
du corps plongée dans le fluide. 

Les moyens qui se présentent ic! pour avoir les intégrales sont 
analogues \ ceux que nous avons employés pour les corps terminés 
par des surfaces de révolution , et pour ceux qu'un plan invariable 
de situation , dans le mouvement , partage en deux parties symé- 
triques. Nous nous bornerons , dans le présent mémoire | k indiquer 
le dernier de ces moyens , qui nous a paru plus simple ; parce que 
nous emplotrons une autre méthode pour arriver aux équations du 
problème. 

En effet , si Ton rapporte Véquation de la snrface courbe qui 
termine le corps à trois axes respectivement parallèles aux axes 
Ox , Ojr , Oz y ayant le point H pour origine y et que l'on considère 
z comme une constante dans cette équation , \ laquelle nous don« 
nerons la forme z=f{x ^ y) \ on aura l'équation d'une section du 
corps parallèle au plan de flottaison ; Taire de cette section sera 
une fonction de z qui, multipliée par dz,sera l'élément Ap. « et y 
seront aussi des fonctions de m\ donc, en intégrant , depuis ^=:o 
jusqu'à X égal à la distance comprise entre le plan de flottaison 
et un plan qui » lui étant parallèle , soit tangent à la surface courba 
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qui termine le corps, on aura les iniégralesy*d (•' y/^dp^jyàp étendues 
à' toute la partie de ce corps plongées dans le fluide. 
Les conditions 

■di=^' d;r=^' 

étant celles. d'un plan parallèle au plan de flottaison, et tangent 2i 
la surface courbe qui termine le corps ; elles feront connaître les 
eoordonnées du point de tangençe , lesquelles étant substituées dans 
Véquatioa 

donneront la valeur de la coordonnée verticale z , limite des inté- 
grales en question. 

Soient maintenant Ojt^, Oy^, Oz^ trois axes fixes dans le corps, 
auxquels on rapporte d'abord l'équation de la surface dd corp5« 
Pour rapporter cette même surface aux axes respectivement paral- 
lèles à Ox , 0/ 9 ôz ) ayant le point H pour origine , il faut , 
suivant la méthode d'Euler (*) , avoir l'équation du plan des ay^p 
qui s'obtiendra au moyen de l'équation de la droite Oz ; savoir : 

z=îj?Cot.f , z=:jrCoi.<i^ , 

afin d'en déduire Tangle que fait Taxe des x^ avec Tintersectlon 
des plans des xy et des x^^^ et Tangle que fait cçtte inters^eclion 
avec Taxe des x^ 

Le calcul du premier de ces angles présente deux cas, savoir: 



(*) Vbye» le Traité de calcul àiffèrentUÎ et de calcul intégral de M. Lacroix^ 
toni. I.«' , pag. 536 ( a,«n« édiiloo ). 
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i.^ lorsque Taxe des x^ est dans lé plan xOz^ ; cas qui se rapporte 
à an triangle sphérique rectangle dont 'on connaît les deux côiés 
qui comprennent Tangle droit , en fonction des angles ê, i » ^9 f ; 
2.^ lorsque Taxe des x^ fait un angle ^ avec Tinteisection des plans 
des xy et des x^y^ ; cas qui se rapporte au calcul de deux triangles 
sphëriqucs ^ l'un rectangle et Taulre obliquangle ^ dans chacun des- 
quels on connaît deux côtes et Tangle compris. 

On aura ainsi les intégrales fà^ , fxàç , fyài^ i en fonction des 
angles l ^ E y ^ 7 f » ^ i et de renfoncement ^. Eliminant ensuite lesi 
angles é,^,^, au moyen des relations que Ton obtiendra , par 
les formules de trigonométrie sphérique ^ on aura ainsi les équa- 
tions (il), en fonction seulement des angles | et 4" et de renfon- 
cement ^. Au reste, les relations que Ton aura entre tous les angles 
^> (f ^f ^9 ^9 pourront servir à transformer les équations (11) 
de manière à n'y faire entrer que deux de ces derniers angles » ce 
qui pourra simplifier Tintégration dans certain; cas. Lorsque l'angle # 
est nul , on a Içs relations 

Tang.|=Cos.(«-H)Tang,i , 

Taqg,^=Sin.(«+^)Tang.l : 

lesquelles suffisent^ comme on voit^ pour éliminer les angles ' et f des 
équations (ii)« 

Telles seraient les équations générales du problème , en faisant 
abstraction de la résistance du fluide , ce qui est fort inexact. Nous 
pourrions néanmoins en déduire le cas que l'on sait généralement 
résoudre : celui où le dérangement du corps de sa position d*équi- 
libre est fort petit , et pour lequel la résistance du fluide est une 
quantité assez peu sensible pour être négligée ; mais nous nous 
-contenterons^ dans le présent mémoire , de traiter ce dernier cas, 
en y appliquant directement une méthode analogue k celle que 
nous avons employée précédemment. 
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' Pour cela, nous mènerons, par le point A, un plan perpendi- 
culaire à Kaxe Oz^ Soit AC la sec^on qui en rëisultew Puisque le 
corps a ëtë incliné suivant le plan ABCD ; on conçbit que la section 
AG touche la section AB au point A. Soit G le centre de gravité 
de b partie ADG « lequel se trouve nécessairement sur Taxe OTJ ; 
soient £ le centre de gravité du secteur ABG , et M le centre 
commun de gravité de ces deux parties réunies ,. c'esl-à-dire , Je 
centre de gravité de la partie du corps plongée dans le fluide. Soient 

» 0* 

enfin ^ ^ ^ \^^ projections de Tangle GOM sur \ts plans des xz 
et des yz y respectivement; on aura, par le principe des momens» 
et en vertu de la notation adoptée précédemment , 

/îd,'=:(n):ÔG)Sin.(| + r) , 
/^f=(II)(ÔG)Sin.(4'+r') ; 

r » 

n désignant la partie du volume du corps plongé dans le fluide, 
dans Tétat d'équilibre | et OG la distance ju centre de gravit^ du 
même volume au point O. On trouve, par les formules de trigo- 
nométrie, et en se bornant aux premières puissances des angles \ 

et 4', 

(n.UG)Co8.« ' (n.OG)Sin.<i ' 

par conséquent on a , dans la même hypothèse , 

F étant le volume du segment ABC divisé par 1 , et ^ , a étant 



/■ 
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les coordonnées horizontales du centre de gravité du même segment , 
rapportées aux axes Ojt-, Oy. < 

De plus , il est aisé de démontrer ( en se bornant toujours aux 
premières puissances de ^ , d ^ ) que 

^ représentant la surface de la section du corps faite par le plan 
de flottaison , dans sa position dV'quillbre. Donc , substituant ces 
dernières expressions dans les équations (ii) et intégrant « on aura 

,= ..Co.|,^^(n5ô+^,)-H'.| . I (..) 
+=..Co.|,;p/j^(n.ôE+^j+.'.j : 

• • t^ « «i 9 •/ » «t y •t^ ^^^"^ I^^ constantes arbitraires. 

Appliquons ces formules à l'ellipsoïde. Nous aurons d'abord 

m 

n.ÔG=^ [&r*^(H— 2A)+:/f— f)\A— 3/— f)+(4^— r)«'J i 

u, 3, c étant les trois axes de Tellipsoïde^ de manière à ce que 
Taxe C soit vertical , dans la position d'équilibre. 

Pour avoir Pp et Pc y supposons que la figtire 4 représente lo 
segment ABC de la figure 3. Soient Ax^ une tangente au point 
Ai m f n les coordonnées de ce point , rapportées aux axes Ax , 
A/ I qui soot ceux de la figure 3 , transportés parallèlement à 
eux-*mémes ; # l'angle que fait la tangente Aa^ avec Taxe des a \ 
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Tangle BOx^»* Cela posé, si l'on conçoit la pyramide ëlëmentaire 
Opçrs , déterminée par les deux plans (Consécutifs ÂrC , Â^B « 
faisant entre eux Tangle I fort petit , et par deux autres plans con- 
sécutifs Ops y Oçs j perpendiculaires au plan ÂrC , et faisant entre 
eux un angle infiniment petit di^ ; Tangle f^ étant compté à partir 
de Taxe des ;r , on trouvera 

P/?=»— Tg— j/[ r*(Sin.FCo$.v«—Tang i8Cos.V)+(mTang.i3— n)r3Co«.j> } i^ , 

i*y=— ' ■/{ r*(Sîn.V— Tang.i8S!n.t'Ço8,0+(mTaDg,/5— f»)HSîn.f } d*' ; 

les intégrales devant être prises depuis f^zso jusqu'à ç=i29^ ; for- 
mules dans lesquelles on a d'ailleurs 

'"• /a'»Sin.Vfi"Co..V ) ^ ^^----^^ 



• > 



«3/H{ac— H) tf5 v/«(ac— if).Tang.« 

ina— , • ^^T* M ■ - I l • ■ ■ ; ^^ ^ -^ 

• •' fi * ' - tf.k 






Tang,/i= ~fl- , See./I=. v£HEpL 

^ a»Tang.« ' '^ aalang.* 



• •• -» 




Les différentielles à intégrer sont , Goinme| TofT ^^« \ ' ^ . ' 
r^df'.Sin.f^Cos.p , r^d>',Sin«F , r^d^.Cos.*' , r*df«Sin.V , r^di'.Cos.*^ • 

• m . m. &*«^ 



> i: 



Il est aise de voir, i.^ que Vintégraje de là^pr^^ière Je oësûMi*- 
rentieltes est algébrique ; a.^ que la seconde' eiMalrbisièiae' smvt 
du getire de celles que Ton appelle âjûpi^ttmh « ; et son t par couséquisiit 
faciles à intégrer ; 3.^ enfin quo la quatrième et ia ^ cingiiièiqe mut 
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du genre de celles que Ton appelle irrationnelles , et qu'elles pour-- 
ront s'intégrer en faisant , '. , . > 

Pour la quatrième r= X^Î^E , 

à 

Et pour la cinquième z=7/î±2El ; 
car on trouve ainsi 



r*dF.Sîn.*^=s 



{«'«C^»— 1)»4"4^*«*}* ' 



Dans le . cas d'un ellipsoïde de rdvolution autour de Taxe C , oiè 
a tf=3 , a^=i^ , r=:tf^ ; on trouve pour ce cas 



s 



Tp '>4H*(ac— H)»» Pc «4lï>(a4r— JET)»*' 

Cos.* ^ 4c* ^ Sin.* 'ifii ' 

quantk^r indépendantes" dc.J'angle m, comme cela, doit être, puis- 
que Ton a |=t^Gos.«*, 4^=#Sin.* ; c'est-à-dîre que Vangle m est 
alors enveloppa dans les valeurs des constantes ^ et t^.. Il résulte 

de là que " ■: 



'^ 



• « . ' 



\ * • . " ■ ' . , .. 

Ce résultat coàvient également à ^^ en changeant seulement les 
constantes «, et i^^. On roie!,; par. cettef valeur de {, que le corps 
.oscillera autour de^^sa position, d'équilibre ; qu'il restera dans la po- 
aitiott oÀ • on Fainra plaoé ^ où enfin qu'il cbavicera ^ suivant que i 
jsaca plus >petit ijqui» ' . *^) •'i • ^ v« 



s. 
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^gale à cette quantité ou plus grande qu'elle. De plus, cette ya-«' 
leur de | , qui coïncide avec ce)le de ^ relative à la sphère , lorsque 
o^c ^ donne le même résultat lorsque £f= 2^ > e*est-à-dire , lorsque 
Tellipsoïde «st entièrement plongé dans le fluide , ce qui fait voiri 
que le mouvement est nul dans ce cas ( comme on le sait d'ailleurs ) 
lorsque le centre de gravité du corps est à son centre de figure. 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solution de deux problèmes de géométrie , proposés 
à la page 292 du tome IlL^ et à la page 69 du 
tome IV.^ de ce recueil ; ainsi que de deux autres 
problèmes analogues ; - 

Far M. J. BI JbuRRANDEr 



Jr ABMt un grand nombre de problèmes proposés dans les Annales' ^ 
et non encore résolus , on trouve^ à la page 293 du tome IIL*,- 
le problème suivant : • - 

; PROBLÈME I. Construire le plus petit système de trois cercles r 
SB touchant deux à deux ^ et dont les cir confit enees passent res^ 
pectipement par trois points donnés F- 
Auquel on peut joindre e<elui-ci': 

Tome FIIJ. 9 



r 



6a <^.US$T|ON« 

PBOBLÈMS //• Construirfi le plus grand système de frais 
cercles , se touchant deux à deux y et dont les circonfirjen^e^ 
passent respectivement par trois ^points donnés ? 

Oo trouve ensuite ^ k U p^ge 5g du tome IV«* ^ cet aotiif 
pr<^lè«)e;: 

PAQBZÈMB !?//• A un ftiangJe donné inscrire le système dé 
trotfi \cerfilts » tels fue èhaeun d'jeux touche le^s deux autres et touché 
en outra , en son milieu , tuh des xAtés du triangle ? 

•El l'oo peut .encore se proposejr celùi-rï ; 

P'ROBLÈME IV. A ^n triangle dpnné , circonscrire le système 
de trois cardes tels que chacun d'eux touche les dfiux autres ejt 
touche -en ouire , en 'san -milieu , fun des côtés du triangle? 

Nous nous proposons ici de faire yoir que les deux derniers 
problèines se mppQiient respectlv^meot aux deux ^é>niers ^ et 
rëcipro^ueipent. Nous^ enseignerons ensuite à jrësoudre les uns ejt 
les autres, 

- -dbercbaus d'abord les jcara^.tères du imo^c maximum et tsmfti^ 
49 >^r(9if}gle wnimùm^ Attre.ioj»s seux ^qiti -«ont 'iuv^citr ik un 'même 
9ijfA\iffXM de ^^s .eercloA» se ^Iqiicliaiit ,detl«^ è Àw^. 

Soient G 9 C » G^/ ( fig, 5 ) les centre^ de« ^!^i$ i^^tH» d'ua 
tel $ysv&m.e , et «oit KhJ}if^ le triangle inscrit maximum. Si dt 
M.n sommet A/^ on jibaisse y^^ perp wdiculair^ rsnr U direction du 
côlë oppose A^^f celte perpendiculaire devra é^e plus longue que 
€elLe qtt'x>n abaisserpit sur la même droite de tout autre point dt 
IfL circonférence don) le centre yet €^ , propriété qui ne saurail 
appartenir qu'^ la perpendiculaire qui passe par ce centre ; et , conin^ 
ce.^ue.aous 4^9m% ici ,d# ^^iit . A^ ffiejul (Se dira oégalemenl : dot 
poînia A -et h/ y H s*^B«uit i^ua /la jpiopi;ié(ë caraotérislîqM td^ 
Iriangle maximum ^ entre tous ceux qui sont : tnaorita au ''Sysièfnt 
de nos fruis cercles.^ est q^ue h$ «iiejCfeQdiculsiîref abaissées de set 
4P(nmal9 ^rJa diceciion 4«f ^tés opposés 9.pasienti«sp«cti?eaieil| 
par les centres de ces trois ofirelai* 

Soient ensuite AA^A^^ ( fig. 6 ) 40 ^dili :|iét^ du ]tii«gl«s i^^^^ 



«v 



iUiii pdSIsIBIer d^IniMite^ àH systèms ae trois cercles se toncnânt^ deux 
è' deuJé, et dbnt'Ieâ^ c^ïitrlb sonf G , G"^ ^ C^. Si' de son sommet 
A^^ on abaisse une perpendiculaire sur la direction du c6të oppose 
HAf y cerit^ pérpethttëblaSrc^ deVrtf être plus courte que celle ^l'on 
ibaisseralt sur !»• lAâme^ Apofte db tdut autre point dé la circon- 
ftrenea doint le étnWd ^t G^; prt)pridtë q^ui ne saurait appartenir 
qu'àf 1» fferpeddfcuiaire'. cfont: lé prolongement pas^e par ce centjre ; 
êî'p cmntne M que nous disons^ itî dil point A^'' peut se dire ëga« 
tement dés^ points- A et À^' f W s^ênsuU que la pnoprliétë caractë- 
nstiqua^ du Xl^iki^e minintUInt^ ttiKx't tous eeux qui' sont Inscrits 
«Q' système der nos^ trois cet'AtV j est qde les* pi1:)longciriens' dès 
perpendiciilslires^ dbttisiées dé sfes sôàithets stir" la direction des eétës 
^posés^ ,' passent'veèpectfvtment par les cetitrès de ces tirols cercles» 

AIi»t f dans^le» triangle ^iHirrtum , comme di^nè Te triangle maximum , 
les direction^ des- pdrpètlâlcuhirt^ abarSsdéi^ des sôttimets sur la* dv^ 
section des odtës opposés' paisexift respec'tlvement par les^cèrfti^és des 
ff!Q{s cercles ; mais taodl» que le triangle' dorif les somm^s^ sont 
aux centres deS' trois cercles est, en^veloppé par lé triarfglé maximum , 
i| eip«rel<>ppe , au* centrai te , . le- trlanfgie mimmurh: 

A l'inverse « uaMiriangl^ étant donné; le .plus grand et- le pluar 
petit système de titoiè cercles dont cliàeun. totidhe* lits* deux autres 
et passe par IVn des soriumet» du- tTianigle, est céliii dàns^ lequel 
les centres sçnt Âtoés- sur lesrdiiiectîoQÀ derperpendiculairës abaissées* 
des sommets du triangle stor les directions des céf\és' opposés ; avec' 
cette différence q^eny dails le' syMème maxi^um\ ( fig. 6 ) Icsr' 
centres sont extérieurs au triangle donné y tatidb qiie , • dans^ 
le système minimum , ( figw 5 ) ib sont inférieurs au méme^ 
triangle.. 

Si , présentement ( figr 5 et 6.)., faous menons^, par les* poinHai' 
A, A"^, A^^ des tangentes B^B^^^ B^^&, BB^ aux cercles sur les^ 
quels ces points se trouvent respectivement situés, ces- tangentes y* 
par leur concours , formeront le triangle BB^E^^ » dont les eAté»* 
seront respectivement parallèles à ceux dii triangle iiA^K^^ ; d'oà 
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il suit que ce dernier aura sea sommets aux mirieuk des côf^s da 
premier; de sorte que chacun de ces triangles est dëtermlrié £ar 
l'autre. 

Lors donc qu'on propose d'Inscrire ou de circonscrire an triangle 
BIVB^^ le système de trois cercles se touchant deux à deux , et 
dont chacun touche , en son milieu , Tun des côtés du triangle 
donné , cela revient à demander le plus grand ou Le plus plus. 
petit système de trois cercles se* touchant deux à deux, ^t passant 
respectivement par les milieux A , A^ , A^^ des côtés dû œ triangle;' 
et ce dernier problème revient lui-même à décrire trois cercles se. 
touchant deux à deux, passant respectivement par lei points donnés. 
A , A^ , A^^ , et ayant respectivement leurs centres C , C^ > C^' sur 
les directions des perpendiculaires abaissées des sommets du. triangle* 
ÀA^A^^ sur les côtés opposés* C'est sous ce dernier point de Tue 
que nous allons présentement envisager notre problème* 

Soit donc AA^A^^ ( fig» 7 et 8 ) un triangle quelconque; AP , 

A^^» A^^P^^ les perpendiculaires abaissées de ses sommets sur les 
directions des cotés opposés ; et proposons - nous de décrire trots 
cercles qui, se touchant deux à deux , et passant respectivement 
par les points A y A^ , A^^ 1 aient leurs centres sur nos perpendi*- 
culaires ( |ig. 7 ) , ou sur leur proldngemens ( fig. 8 ). 

Soiedt C 9 C^ 9 C^^ les centres des trots eercles cherchés { fig. 7 
et 8); représentons par r , r^ , t^' leurs rayons inconnus \ et par 
a % a* % a" les trois côtés du triangle kkfk!^. H^^ points C, C^» 
soient abaissées sgr U direction de AA^ les perpendiculaires CD « ' 
C'^D^ • par O soit menée à AA^ une parallèle rencontrant CD en 
£ ^ nous jiurons 

aE«DD/=:AA^q:(AD+A^O î 

le signe supérieur se rapportant à la figure 7 , et rinférieur \ la ^ 
figure 8. Mais on a 
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CE = v^ cC'"— CE* = v^ CC'* - (CD-C'l)'/ î 

donc 



V/CC''— iCD-C'iy/=AAq:(AD+Aa)0 ; 
QU I en quarrant , développant et faisant attention que 



« 



AD*+CD'=AC* » A'D'*+C'D''=A'C'' 



et transposant 

5ô'-Âc*-X?â*+»(CD.Ciy-AD.Aa>0±3AA'(AD+A1>)-ÂÂ''=o . , 

Or , on a 

* CCssr+r' , AC=r , ^'C'=sr , Kki^af' , 

CD=ÀC5//i.CAD=:rCos.^^ ; CIVïs A'C'5w».C'A'iy=r'Co«^ , 

ADsACCoj.GADsrSîn^^ } kfïi'^k'OCosGhiTy^ri^ïixJi , 
d'où 

en mbstUoant et faisant attention que i — CosA^^^aSin.* \ K" ; il 
tiendra donc . 

» 

MaU, en repr&entant par T Taire du trianglq> on a , 

6In.^s: -7-. , Sîne^'sr ~. • 



^ «Q^ÉSTJOrltS 






en coM^quei^^ Ke<jpittîoir oi^deMua dèvlêndm 

r 
■ 

et comme- les tcols points G r C^ r ^^^ » comparés deux 2r 

Sonnet dès résultats analogues, il s'ensuit q^u'en posant 



4JV .41V' 4aV'^^;^ 



Sg s^^ m^* seront donnés par Ifes équations 



• SP'dîlCtf+a'+afOC* +«'— «'0(« +«')— a^'»(fl+a'+fl'0(« +«— «'Oso- 



iipW'±<«4^4^'0<«'+«*^— » K^'+^'O^^ »<H»«H'<^'-t«^--«f )» 



on voit que les doubles signes ne portant uniquement qqe sur s / 
X* p 4^' y on peut n*employer que les signes supérieurs , en se rap« 
pelant que les^ valeurs de x^ x^ , x^^ doivent être prises successif-' 
yement en plùi et en moins,. ^ 

Désignant donc , pour abréger ^ par a# la somme àts trois côtés 
du triangle, ces équations deriendronl 



\ 
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m s^+^s^-^^ix +j/— ^^^•)r:o ^ 



0^s^^+pis^a X*^+^^'-^ O^o , 



Si Ton tire des ëquatiou extfémea les valeurs de s^ et s^^ , pour 
les substituer ilans Téquation intermédiaire ^ il est clair qne celk-ci , 
(ijuî ne renfermera plus que la ^eule inconnue x , ne s'élèvera qu'au 
Mcond degcé ; on pourra .donc facilement en déduire la valeur de 
^ , et par suite celles de 4^ , et s^^ ; et on passera de là ià celles 
4^ r 9 T^ t^^ % du moyen des relations ci-dessus (*)• 

-(?),Nous eipé«yiis qu'i Tcamiplede M* Onrraiide, quelques |;éomiktres.«voiu 
4m»t bien jrerenir sur les prebUmes., en tr^s^grand oaaibssi ^^dansrles prit» 

jUm JttUtfBcs de «e xecneili wni reai^ sani solniioB» 



WP 
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CORRESPONDANCE. 

Lettre de M» Poncelet, capitaine du génie, ancien ëlève de 

r.école polytechnique , 

• • « 

Au Rédacteur des Annales^ ; 



*• ^ 



MoNsiEua ,, 

Je ne sais sj ma lettre vous parviendra '• assez \ temps pour rectifier 
iine petite inadvertance qui m^est échappée , dans la rédaction d'un 
article que' j!ai eu l'honneur de vous adresser ^ survies lignes dix 
second ordre , et que peut-être vous aurez déjà livré à Tlmpression (*). 
[Voici de quoi it s^agit* 

J'ai dit j vers la fin de cet article , qu'on pouvait prouver , à 
priori , que les côtés du polygone inscrit à la parabole de la 
figure 4 9 ^^ qu^ correspondent à des angles vecteurs égaux , tou- 
chaient tous une seule et même parabole , différente de la première : 
c'est une erreur de mots , que j'ai aperçue presque aussitôt que ma 
lettre a été partie , et que j'aurais rectifié de suite , comme je le 
fais à présent , si j'en avais eu le loisir alors. La courbe en question 
est visiblement une ellipse , ayant toujours le point J pour foyer» 



«i 



O Ccst l'article qai conuaence le présent volume. 

J. D. G. 

J'ai 
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J'ai avance avasi , dans les ënoneés des deux dernières propositions 
de cet article » que les sections coniques- , correspondant aux po- 
lygones inscrits et «iroonscrits à la parabole donnée , avaient pour 
un de leurs foyers precisëment le foyer même de cette parabole. 
Cenrime je n'en* al poiçt apporté de démonstration , il me semble 
i|u'il vaudrait mieux supprimer , dans l'énoncé , ce qui est relatif 
aux foyers en question , et terminer l'article par ce qui suît. 

Nous avons diédtrit ces deux dernières propositions de théorèmes 
déjà connus , afin d'être plus courts ; mais nous aurions pu en 
donner une démonstration géMnétrique directe et très-simple , fondée 
sur des • considérations particulières d'un autre genre que celles qui 
précèdent. Nous regrettons de ne pouvoir la rapporter ici. 

En suivant toujours la marche géométrique ^ oa démontrerait pa- 
reillemen^ que 

Les sections coniques 9 eorrespondani aux polygones inscrits et 
-circonscrits à la parabole donnée , ont l'une et tauire pour foyer 
commun te foyer même de cette parabole. 

Si Ton joint , par des lignes droites. , chacun des* sommets du 
polygone circonscrit avec le foyer commun ci-dessus , ces droites 
renfermeront précisément les points de contact des côtés carres-^ 
pondons du polygone inscrit , apec la section coniçue gue ce poly^ 
go ne enveloppe. 

( Ici doit finir rarticla )- 

Ces deux propositions, complètent entièrement ee que nous avions 
à dire touchant l'analogie qui existe entre les propriétés de certains 
polygones inscrits et circonscrits au cercle et à la parabole. 

Au reste , on pourrait étendre beaucoup les pe^herch^s qn 
précèdent. Nous nous bornerons à citer seulement quelques-unes 
des propositions auxquelles nous sommes parvenus , en faveur de 

la liaison* intime qji<'ellas ont avec celles qui font le suj[et de l'acticle 
dont il s'agit. ^ 

Tom. Fim ra 
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Si un ^madrilatère est , en mime temps , inscrit à un 
emie et circonscrit à un autre , les corJes fui /einJront les points 
de contmct des côtés opposés se couperont à angle droit , et pré- 
cisément au point ^intersection des deux diagonales. Quand Fan 
wiendra ensuite à déformer ce quadrilatère , // ne cessera pas de 
rester inscrit et circonscrit aux deux cercles dont il s^agit ; et le 
point oii se coupent à la fois les deux diagonales et les cordes qui 
joignent les points de contact opposés demeurera invariable de 
position. 

Je ne rapporte , ainsi qne je l'ai éé)k cHt plus baot , fénoocé 
de ces proportions qa*en fiTear de lesr analogie avec quetqnefr^ 
unes des premières / si tous juges , Monsieur , qo*eUes puissent 
figurer & côté d>Ues , quoique sans démonsbration , il sera peut-» 
être conrenaUe d'en faire une note & part , afin de ne pas trop 
allonger l'article dont il s'agit (*)• 

Agréez ^ etc# 

Metz, le i8 d'octoBre 1817. 



C*) Noos saîsîsaon» cette occasion pour demander pardon an lecteur de ce 
qae , dans b figore 4 àa, nëaeire dté » le tracé de U ponliole • éié' oiiÛîé» 
I«'eneiir pcnt hcaiensrmmr se rqwier i la main «tec baanciy de frdlilé» 



QUESTIONS FROPOSÉES» 

QUESTIONS PROPOSEES* 

• 9 

Problême de stùtfqae^ 

JL/ÉTÊRUINEa Ntat d'ëquilîBre le pVus prodiaîn d'à monvemenl ^ 
pour uae échelle posée sur un plan horizontal et appuyée, parison 
extrémiië supérieure , conU'e on« mur rerltcal ; eu ayant égavd aiL 
lEoUement, et eo le supposant une fraoïîoa déterminée de la pression? 

Problème de dynamique^ 

Donner la théorie dés petites oscillations d^ùn corps pesant, terw 
miné inférieurement par une surface courbe y et posé sur un plaa 

Frohlème de proBahîUcé'. 

/ Une ume contFent des Boules blanches et des houles, noîces ^ ^n* 
nombre inconnu de chaque sorte* 

On a- ejfeti'alh m fois de suite un cerniisb nombre de houTes^ ie 
aette urne, en les remettant chaque fois dao5- Uume avant de pro* 
céder à un nouveau tirage. Ces extractions ont donné- suocessivement 
B^ f B^ y B^^.^..B^ boules blanches, et JV,,, N^^ ^%éf*»^mi 
houles noires. 

On demande diaprés cela , i.^ quelle est la probabilité que le- 
nombre total des boules blanches de Turne est* au nombre de»» 
noires dans le rapport d)e B k N? 2.9 Quel est le rapport le plu» 
probable entre le nombre des boules blanche» et le nombre dl» 
boules noires contenues dans l'urufi ? 3*^ Q^^^ ^^ ^ degré de pror 
habilité de ce rapport?. 
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ANALISE TRANSCENDANTE. 

Mémoire sur les quadratures ; 
Fisir M. ÔERVors , conservateur du Muséum d'ai>tillerie. 



JLjes quadratures sont les derniers ëlcmens dans lesquels se résolvent 
entin toutes les questions du ressort du calcul intégral , et par con- 
séquent les problèmes les plus împortans de la géométrie et de la 
Hiëcanique. D'autre part , on convient généralement qu'on est enrore 
aujourd'hui réduit à désirer une métliode complètement satisfaisante 
pour l'intégration des fonctions d^une seule variable , dans tous les 
, cas , alors même qu'on serait disposé à se contenter d^unc approxi- 
mation. Ainsi- j il est tout simple qjue Tannonce d'une découverte de 
méthodes nouvelles , ou même de simples perfectibnnemens ajoutes 
aux méthodes connues , produise une grande sensation parmi les 
analistes , et soit aceireiUie av«c empressement par les uns , avec 
défiance et précaution par d'autres » mais avec un curieux intérêt 
par tous. Pour mon compte , j'avoue que j'ai lu avec une véritable 
satisfaction , dans les Annales de mathématiques , les expositions 
détaillées de trois méthodes d'approximation nouvelles , venues de 
bonnes sources > puisqu'elles appartiennent à MM. les professeurs 
Dohenheim , Kramp et Bir'ard ; et que j'ar assisté , ik peu près avec 
^aptitude d'une partie intéressée , aux débats qui se sont engagés- i 
leur occasion ( Annales , tom*- VI , pag. 283 ; 3p4 » 37a « ^^ tom. 
yily pag. ICI et 341 )• Il est résulté de mon assiduité , plus active 
Tom. VJll ^ »•• 111^ !.•' septembre 18 j 7; xt 
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dy=Log.(i4.A)r , (3) 

A- '^S/aCE-O-'^E- ';r+E- V+F" 'r+...+Ar=(«''-»)" 'Y^K , (4) 

d-'/ss- /yd*={Log.(i+A)}-jr+^ . (5) 

è est, Îl' l'ordinaire , la base du système de logarithmes Nëpërien , 
et K une quantité uniquement assujettie h satisfaire à la condition 

De (4) on conclut , sur-le-champ ^ par le dëteloppement de Tex- 
, pression (^^— i)*' , la série 

. S^|d".-ldo+£Ld-^^d3+.....|y 

* 7/y***--y+7r d;-;:^ d7»+7Z3 d7sT--+J5r; (6) 

ôii les coefRciens 



•ffi=; f ^i=n ^ -^i=fr > ^é^Ti 



êonl ce qu'on appelle les Nombres J0 Bernoùilli: iU Mnt aussi 
ceux de l'équation identique 

Je suppose d? positif , et qu'une de ces valeurs antécédentes 

soit a , à laquelle répond ^=Ftf. Je fais s^a^n^ , d'où a^x-^riér, 

.Soient s^ a deux abscisses extrêmes positives d'une courbe pleine,- 

' ayant pour ordonnées rectangulaires corre2|pondantes y i / ; après 

avoir divisé l'intervalle entre ces ordonnées, en n parties égales cha- 

«cone à # , et imaginé , par chaque point de division , les ordonnées 
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intcrmëdiaires ëquidistanles , le système de nos n>^i ordonnées 

pourra être exprimé par la double suite 

y, E-'y, E-*/, E-»7 £-(«->/, E"»/ ; ) 

E"f , E«-'p , E"-V , E'-ff , E f p 5 ) 

oh les termes correspondans , supërieurs et infërieurs , expriment 
une même ordonnée» Cela étant , après avoir mis f^ pour y dan# 
(6), et retranché le résultat de (6); si, pour abréger, on fait 

Z^fyàx-f9àa , y=<Sy-S»'+.ïr-z'') , (9) 

é 

on aura la série 

i..a \a« da/ i.a.3«4\d«^ ifl'/ U2».»S\dx^ oa>/ 

dans laquelle Z est visiblement Vintégrale yyd<r , prise entre les 
limites a et x ^ ou bien Taire plane terminée par les ordonnées 
V i y y l'intervaUe^ x^^a et Tare de courbe intercepté. D'autre part, 
\ cause de (4 et .8) , on ^ 

^=T*Cr+E-y)+ME"'r+E''/H-..M.+i<EM-»') î 

e'est-à-dire , que T est la somma des aires de la suite des trapèzes 
rectilignes compris chacun entre deux ordonnées consépulives , Taxe 
des X et la corde de i'arc intercepté ;etc6la, dans toute l'étendue 
entre les limites y j y. Par les mêmes raisons , rexpression «(Sy— -Sf') 
€st la somme , prise entre les m&mes limites , des rectangles ayant 
pour hanteurs successives E^'y , E'^'jr ^^:^9 et même base «r» somme 
qui serait évidemment plus petite que l'aire Z p si la suite prëeédente 
était continuellement décroissante. Dans la même hypothèse , cette 
autre expression «rJSjr— Sf'+y— ») , qui est celle de la somnui dts 
rectangles ayant pour hauteucs le& ordonnées ^ | £^* , Ë^'^f.^.Ev^ 
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«eraît plus petite que Z. Ce serait tout le contraire dans une hy- 
pothèse opposée ; c'est-'ii-dire , si de y vers v les ordonnées inter- 
médiaires étaient de plus en plus grandes* Or, (9) es)»»préciséoient 
> la moyenne arithmétique des deux sommes précédentes , et doit, par 
conséquent, dans notre hypoth^e ^ approcher davantage de Taire 
Z. Au reste , on voit ce qu'il y aurait à faire pour introduire » 
au lieu de T, Tune de ces deux sommes de rectangles dans la 
«érié (10), puisqu'on a , en désignant la première par T**' et U 
Mconde par T' , las relationa 

T-»T-^(y-p), T'=T+-^(y-f). (n) ' 

a a 

On a aussi , diaprés la formule (4) • 

^*où , en f^sanC 
«n ^e 6ur*le-champ 



• r 



idoQt le second membre e^st visiblement Téxpression de la somme ; 
prise entre les mêmes limites , d'unp suite^ do rectangles , compria 
x^bi^çun entre deux ordonnées consécutive? > en leur donnant pour 
hauteur i*ordpimée intermédiaire équidistaote^ Or ^ d'après (1 et 4);t 
on a 

;gEV-(*^i)-*^r=7/yâ:r-.^g+.'^g-....+jr ; (.3) 

dans laquelle les coelEcIens A% J7, C^.,^...\ sont aussi ceux da 
Tëquation identique 



— ■■ 
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et ~— e • 

eu bien ceux de cet autre 



* rn = -^ ji»+B»^ -C.*+...... i 



br, en mettant dans (i3) p pour y ^ retranchant le rësuliat de (i3), 
et ayant égard à (12) ^ on a sur-le-champ , entre les limites j et jr, 

^=.-..-.(|-±)-..(S-0)+..<g-ë)-...(a) 

c'est là la sérîe donnée dans les Exercices de calcul intégral t 
( III.* part. pag. 3ii ). 

Dans l'esprit de la série (l4)y et immédiatement après , Tauteur 
de rèxcêllent ouvrage qu*oii vient de citer se livre à la recherche 
de la formule propre à déterminer les coordonnées rectangulaires 
d'une courbe donjt Téquatton n'est donnée qu'entre l'arc et l'angle 
que celui-ci fait , ^ son extrémité , avec Taxe àe% x : telle est , en 
particulier , l'équation de la courbe balistique ^ suivant la .loi de 
Newton \ il arrive au but fort heureusement , mais par une route 
dont il ne dissimule pas les embarras ; car » parlant de son résultat, 
il dit : « L'état de simplicité où nous avons rédoit cette formule 
il fait présumer qu'il est possible d*y parvenir par une voie plu» 
» directe et moins ' laborieuse ; mais , sans nous arrêter à cette re- 
» cherche..,*, » ( Ihid. pag. 827 )• On arrive en effet assez^ sim^ 
plement à la- formule dont il s'agit par le chemin que voici. 

J'écris y dans la formule (6) , # au ^ieu de or , et if^Sib.' a« Ke« 
^^ y \^ apri3 une légère transformation ^ X)n trouve 

•I S(j^in.#H- f *.Sin.#] = .2{j.Sîn.«+ \ A(j.Sm.«; j 

^Â.^,^^ ^-1^ i^i-..+*. (.5) 
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Je suppose ensuite que s , fonction de l , est un arc de courbe 
plane , terminé par les coordonnées rectangulaires x , y ^ et faisant , 
h son extrémité, avec Taxe des s , l'angle ^^ hypothèse exprimée 
par les relations 

drssd^.Cos.i ; dyssàsSinJ . (16) 

Mais on a , comme Ton sait ^ d'abord 

j.Sin.i4-rA(j.Sin.i)s=:j;Sin.i+A(j.Sin.#)-^(j.Sin.i) 

sz (^+A^}Sin.(#+^)— f A(s.SinJ) 

= (s+As)Co5. i .Sin.(#+î •H-C*^ A*)Sin. \ #Co».(H- 7 •) 

ensuite , parce que 

A(f .Sin.#) = Ai. Sin.*+2(H-Ai)Sin. { •Cos.(#+ ; .) , 

A(j.Co».»)=Ai.Co8.«— a(*+Ax)Sin.;#SIii<#-i-i«) , . ' 

en obtient ' ' . 

{t+As)Cos. 1 •Sin.(#4-; *)=- î Cot. f «A(i.Co5.#)+ f Oot.f «Ai.Cos.i , 

éonc enfin on aura 
*.Sin.H-;A(j.Sîn.0=:--rCot.;»A(*.Co8.l)-f-iCot.i#Aj.Ces.#--îAf.Sîn.» 

«- \ Cot. 1 .A(,.Cos.#H- j Ai.^lgj^ . (17) 



.. V* ' 1 'I 



D'ailleurs , à cause de 

'.â{s.Co$.ê):sàs>,CosJ+s,iCa$JsatdsCo$,9'^s.'Sin.tit ,' ' 
en a (i6) 1 
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/(/^in.^)d^=/i^dj.Co8.#)— ^.Cos.i=:^— j^Cos.r - 

Je substitue celte expression el la prdcédenle (17) dans la série (i5), 
et j ai 

d'où, en meUant aa Heu de i — 7#.Cot.f« son déwloppemcnt (7) ^ 
on tire sur-le-champ 

Cn déterminant K de manière que. ^ et l'intégrale commencent 

B, B^ 
lorsquie êtsim , et en- faisant attention que nos — , ^ 9».r.. sont 

respectivement les mêmes choses que les-^^^ B^ ,,•••- des Exercices « 

on Terra la série (18) coïncider parfaitement avec celle de l'ouvrage 

cité ( pag. 328* )• Quand on voudra avoir y=J[ds.Sin.ê) il suffira de* 

chanj;er , dans (18) , s en y , § en 90^ — 1 , et • en — -«; ce qui 

est évident. Il est d'ailleurs visible que S{Aj.Cos.(irf-7«r)} est Tap- 

proximation fournie pour a , par l'ingénieuse méthode dont Euler 

donna l'idée dans ce fameux mémoire ( Académie de Berlin » année i ySS) 

qui depuis a tant occupé les 'auteurs de balistique ; c*est-à-dire que 

c'est rexpressfon de la somme des projections , sur l'axe des s 9 

d*une suite d'arcs rectifiés» qui ont tous » entre leurs extrémités, 

même différence de courbure m » on prenant , pour angle de pro*- 

iection l'inclinaison moyenne de chaque arc. 

IL 



\ 



\ 
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IL Les sërles (10, i4i 18) appartiennent à la classe de celles 
qui e^^priment l'intégrale fyàx par le moyen de Hntëgrale finie Xy 
et des di/Férentielles successives Ay f d*/,..... II est bien facile d*en 
obtenir qui donnent /yàx par les seules dlfTërentielles. En effet , en 
supposant encore ^—-^= 724^9 ou » plus simplement , x — û^^n , ce 
qui revient à prendre ^ pour unité ^ on a , par le Ihéorème de 
Taylor , 

_ . » di' , n« dV n3 A^p , 

•^ I da i.a da» 1.2.3 dû^ 

regardant n comme continue , multipliant par in , puis intégrant 
par rapport ^ n ^ entre les limites o ^ n ^ on obtient sur-le-champ 

N ^ , ««^ dt' , n^ dv , n* d^t^ . 

i.a da I.a3 da» i.a.44 da* ^ •'^ 

S! , dans celle-ci , on change tf en :r , f' en jr et ;i en — -71 , ce 
qui revient à prendre pour origine ée^ n le pied de l'ordonnée^» 
et à passer de là i^ F , dans le sens des n négatives , on verra fa- 
cilemei^t qu'on obtient., en valeur absolue y une aire égale à Z , 
mais de signe contraire. Ainsi, on a cette autre série 

/ i.a do; ' i.a.3 d«» i.a.3.4 dx^ ^ ' 

Cette dernière série est proprement celle qui porte le nom de 
Jean Bernouilu , qui la publia , dans les Acia eruditorum , dès 
Tannée 1674* 

£a changeant simplement n en •— /i , dans (19) , on a l'aire com- 
prise entre ^ et E"V , ou entre Fii et F(a — n) ; et, en retranchant 
le Résultat de (19) , on aura évidemment l'aire comprise entre 
EV et, E^V , ou entre F(é7+/?) et Y {a — n) ; ainsi , en désignant celle 
tive par FF, on a une troisième série 

Tom. FUI. 12 
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Icî jy deviendra ëgal i Z, pourvu qu'on change 2/1 en n , et ^ ^n 
£• "i* ; c'est-à-dire qu'on a encore 

E* ^ sera une des ordonnées ëquidisUntes y lorsque n «era vu 
nombre pair« 

II L Les séries (ig , 20 9' 31 , 22 ) sont en dî/Tërentielles seules { 
on en aura en différences seules , par le même procédé , si , au Heu 
du Théorème de Taylor ^ on emploie, pour développer y ou EVt 
le Théorème de$ différences. Ainsi , on a 



n n^m^i 



■' lia 

multipliant par An , intégrant, par rapport k n 9 entre les limites 9 
•t /i , on trouve sur-le-champ 

■ \3 a/x^ \4 3*a/ i.a.3 

C'est la série donnée par M. Kramp ( Annales , tom. YI , pag. 872 
•t suiv. ) 

IV. Je horne là l'exposition des séries par le moyen desquelles 

on peut exprimer Tintégrale Jyàx. Il faut voir , à présent , quel 

parti on peut en tirer, i»^ Toutes ces séries , comme celles du 

, théorème des dilTërences et du théorème de Taylor , dont au fond 

les premières ne sont que les modifications ou les conséquences pro« 
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diaines , ,$e terminent , lorsque la fonction Tx est de nature à 
conduite à des différences nulles ; ce qui est , comme Ton sait , 
le ca5> de toutes les fonctions rationnelles entières de jr , ou de 
toutes les courbes paraboliques; s.® sous le seul rapport des coeC- 
ficiens numériques , ces séries ne sont point assez convergentes ; 
elles n'acquièrent une convergence suffisante que lorsque les diiFé- 
rences ou les di/Térentielles , en passant a des ordres plus élevés , 
vont en diminuant de valeur , c'est-à-dire , quand elles tendent 
à devenir nulles. Ce n'est donc que dans cette hypothèse qu'elles 
pourront ^rvir à résoudre directement le problème des quadratures 
par approximation ; je veux dire , en prenant pour valeur approchée 
^^ fy^ ^n certain nombre de leurs premiers termes. 

Dans la même hypothèse , c'est-à-dire » en supposant que la 
diiférence A'^'^'Fjt ^ par exemple , et les suivantes sont nulles ou 
tenues pour telles , on tire des mêmes séries d'autres formules 
approximatives , très - remarquables , qui offrent aux calculateurs 
le grand avantage de ne faire dépendre l'approximation que d'uo 
nombre ti-^i d'ordonnées équidislantes ^ combinées linéairement 
avec des coe/Iiciens qui , calculés une fois pour toutes et conservés 
dans des tables permanentes , peuvent se retrouver sans travail au 
besoin. Je passe à l'examen de ces méthodes. » 

Une première va droit au but. En substituant dans les séries 
cî-de«sus y au lieu de S , A , d , leurs expressions en états variés 

E y E* , 9 fournies par les formules (r j 2 , 3 , 4 ) ; expressions 

toujours finies et linéaires , quand on suppose culles toutes les dif- 
férences au-delà d'un certain ordre. En effet , quand on pose 

o=A""*'*f = A""*"*/= ..••• , on a aussi o=d*+'ys=d"+*jr=s ; 

puisque, d'après (3) 

4«+«jr=^A~i A»+-...± \ A"Y^y=^'"*"r-^^'"' V+—* 



r% 
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Ensuite les méoies théorèmes donnent généralement , pour k entîor 

et positif, 

d»/= |(E-i)-|(E-i)'+......±^ (E-i>|»r î 

expressions qal , après dëveloppemenl , ne contiennent linéairement que 
les états varies de dilFërens ordres. D'ailleurs (4) t l'intégrale S » et 
par conséquent les expressions T, R se résolvent immédiatement en 
états variés linéaires. On aperçoit au reste que ces substitutions dans 
nos séries doivent conduire finalement au même résultat. Ce qu'il 
y aura de plus facile pour y parvenir sera donc de choisir la série 
qui exigera la formule de substitution la moins compliquée. Or, 
telle est la formule (^3) , dans laquelle on substituera , en états 

variés, les valeurs de Atf , A V , ; AV, d'après la simple for-^ 

mule (a4)- Ce procédé est exactement celui qu'a suivi M. Kramp , 
dans le mémoire cité ( Annales , tom. VI , pag. 3^2 ) et diaprés 
lequel il présente le tableau des expressions de Z en coordonnées 
équidistantcs , pour les valeurs du nombre n ( qu'il appelle I/S^ 
viseur ) depuis i jusqu'à I2 inclusivement On peut assujettir ce 
procédé & des lois analitiques qui permettent d'oiFrir des formules 
pour calculer immédiatement , dans le cas général de n entier et 
positif quelconque ^ les coefficiens des ordonnées i^ ^ £p , £ V « ..«••• 
Je place ici ces détails d'autant plus volontiers que ce sont peutr- 
ètre des formules de cette espèce que réclame l'habile géomètre , 
quand il dit ( tom. VII » pag. 243 ) : '< J'aurai été plus loin que \iy 
» si la longueur présumée des calculs ne m'avait eiFrayé. J'observai , 
%• au surplus , qu'il devait inévitablement y avoir quelque méthode* 
» beaucoup plus abrégée , pour parvenir au même but , dans tous 
» les cas »^ 

La formule (5) développée devient , après le changement de ^ en a ^ 
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r 

^ /Fjdtf = A- ' p+jii^BAf+CA'f^....+K ; (25) 

dont les coefBeîens 

«ont ceux de l'équation identique 

(a— f ^4- 7 #• :)- ' - i+J^+B0'+C^'+ ...: 






n est d'ailleurs aisë de yolr qu'Us sont lies entre eux par la loi 
eulvante : A^ Bj C ^. ....... L, M ^ N^ étant respectivement les 

i/S 2.«*S 3."% (/i— .3)"»% (/i— !}"*•, ;»"•, QO a 

Nrn—^ laf— fZ-..-. î-<: -B^ ^À; (26) 

formule dans laquelle il ne faut avoir égard qu'aux valeurs absolues 

des nombres A^B^ C^ L^M^ Ny en leur donnant ensuite 

alternativement les signes + et — i<^ . 

Faisons 9 comme ci-dessus «r=si; changeons, dans (sS), a en 
a+n j et retranchons (2 5) du résultat ; nous aurons 

Z= (E»-i)(A-'+^+i?A+...0»'= A— (E"-i)(i+^A+-5A*+....)»' . 

Or, d'après le théorème des différences , 

A-'(E»— i)=A«-'+- A"-H^— A--» + .--+'» î 

donc 

Z==(a--+-^ a— +7 ÎÎ=ÎA- »+...„+!,). 

(i+^A+i?A*+.,...4-J(fA"-'+iVA"> , 

Ea développant et rejetant toutes lea différences supërieares' & celle* 
de l'ordre n , on trouve une équation de la forme 

Z=«A«*^^A«— »'+yA''-»H-*A"-»F+...... , (a;) 

4fln< laquelle U faudra faire 



'» 

^ 



«6 
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»^A+B 1 + 6 r • î^ 4.....4.iVn , 



X I a 



v^ 



I 1 a " 



W 



»= 



4. ».î=i+....H_Ar„, 

I a 






expression dont la loi est évidente. 

On pent remarquer ici que la série (27) , avec ses coefficîéns (28) 
ttsl au fond la même qu'une formule donnée par LORGKA dans les 
Mémoires de la société italienne ( tom, I )• 

' Il reste à développer , dans (27) , les dtlFérenees en états variés | 
d'après la formule (24) ; et l'on obtient enfin 

Z=tfEV+iE''--V+^E''-V+i/E"->f'+..... (29) 
équation dans laquelle U faudra faire 



ii=« 



h-l^ -, 

I 



»— I n n— I 

X X 2 



(3o) 



fi— -2 n^i II— 2 n n— ■! n— a 
^x • • I 2 1 2 5 
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On TOit que > si Ton avait , dans une table , un grand nombre 
de coefBcIens A^ B ^ ^, ..•.•, dont les valeurs sont indépendanti s 
du nombre n , et qui se calculent facilement ^ au moyen de la for- 
mule (a6) , on obtiendrait rapidement les coefficiens a , b , c , •.»• (29) 
au moyen des formules (a8 , 3o)y dans lesquelles tous les coefBciens 
dépendans de n peuvent être pris dans une table des nombres figures. 
On sait d'ailleurs qu'il n'y a réellement à calculer que la moitié , 
ou la simple majorité ( si /i est impair ) du nombre de ces coefficiens ; 
ear, dans ce qui précède , l'origine des coordonnées étant placc'e au 
pied de l'ordonnée f» , on a considéré £^ , E'f' , £^^ ,.•••.. comme 
situés dans la région des coordonnées positives. Mais , si Ton trans- 
porte Torigine au pied de y , et qu'on prenne pour ordonnées po- 
i tives celles qui s'en éloignent successivement en s'approcbant de^, 
ce qui est fort indilTérent, les différences , et par conséquent Taife 
Z , qui reste la même , seront exprimées en y , E*"y ^ E"')^, .«••«,.• 
£t n I comme elles l'étaient précédemment en i^ » Ef^ , E'^ , ...« et n ; 
donc les coefficiens des ordonnées (f^ , EV) , ( E(^, 1^'^'^^t^ ),«..•,, 
c'est-à«*dire des ordonnées également éloignées des extrêmes , sont 
égaux. Au reste , nous donnerons ci-dessous d'autres formules , povir 
calculer immédiatement les coefjKciens des ordonnées éqnidistanteii , 
diaps l'expression finale de ^. 

Y. Une autre méthode , fondée sur cette observation que ,d»ns 
les séries , expressions de Z , comme dans celles des états variés , 
les différences et différentielles existent linéairement et de la même 
manière , et se rapportent exclusivement aux limites de l'aire , con- 
siste à éliminer ces différences ou ces différentielles » etitre plusieurs 
expressions de la même aire, où l'on a fait varier le nombre des 
coordonnées intermédiaires , ou bien , entre l'expression: d'u.ne ^'^^ 
et celles des coordonnées équidistanles. C^tte élimination , enU'e 
équations du premier degré à plusieurs inconnues « exécutée par 
les procédés connus ,. n'introduit que linéairçnnent , dan^ l'équ^tiça 
£nale , les différens termes tous connus de l'équation employée. 
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Je m^explique , par un premier exemple* Pour abréger , je mets 
la série (lo) sous la forme 

Conservant les limites p , y de l'intëgrale Z ^ si je fais varier • ie 
manière qu'on ait respectivement T' , T''^,.M.«au lieu de T, quand 
• devient •', •/',....«; j'aurai (3i) 

Zd^V +••' •+/»*' ♦+»'•' «+....- , 



i»tfl# 



dans lesquelles les coefHciens « , fi ^ r » «•*••• i qui ne dépendent que 
* des limites , restent les mêmes que dans (3i). Entre celles-ci , sup- 
posées en nombre n,je détermine un pareil nombre n de coefficFens 
de la suite «» iS , y, .••••; )é les substitue dans (3f) en regardant 
comme nuls ceux que je n'ai pas déterminés; et j^ai pour ^ une 
approximation qui équivaut à celle qui résulterait de l'hypolbèse 
que la différence A""^* est nulle ^ ainsi que celles d^ordres plus 
élevés ; car le premier terme négligé dans (5i) est celui du rang 
0+1 , en comptant les termes à partir de T exclusivement j oc » 
ce terme est de la forme 






comme on le reconnaît à la simple inspection de ta série (ro). 

Si rintervâlle x — 17 est divisé en 2/1 parties égales, par exemple ,; 

' avec les mêmes ordonnées qui ont servr à composer T, on pourra 

former un certain nombre d'aires T^, T^^ , ..••. autrement partagées^ 

tn prenant pour 0^ , m^^ , .•... respectivement , les multiples n^é , 

- n^^tr, ; n' , n^^ , désignant des diviseurs de 2n. Si le nombre 

»n ^ n dfviseufs ^ on formera , par le seul moyen des ordonnées 

qui 
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qui entrent dans T, un nontbre n d'autres aires T^ , V 1 ••'.«; et 
par conséquent on portera l'approximation jusqu'aux dlâerences de 
Tordre 211, inclusivement. Si le nombre des diviseurs n' , /i^^,..... 
est moindre que a, on pourra encore ^.avec les ordonnées de 1" 
forifier un certain nombre d'aires auxiliaires qut donnèrent une ap- 
proximation f mais . d'un ordre moins élevé. 

Ceux qui connaissent la méthode d'intégration que M. DOBENIIEIM 
a publié dans sa Balistique (Strasbourg 1816); méthode que M. 
Kramp a exposée» avec des développemens importans qui lui ap- 
partiennent entièrement ( Annales ^ tom« VI , pag. :28i et suiv. ) ^ 
trouveront «ans doute qu'elle cpïncide. avçc. le procédé dont je viens 
de tracer Tesquisse» 

Vaut secMid exemple , j.*applique la méthode ^ h série (21). 
En prenant « pour unité , et en rejetant les di/Térenccs de Tordre 
/i+i et les suivantes ; par le the'orème de Taylor^ on a, sans 
difficulté p 



7i« ih 



E'V+E-^'V=i^+2 — 7- +2 TrTl +— +^ 'T7 * 

E* V4-E"^"* ' V=2^^^ r; — 1-2 — T— r- +..«+21 T~ > 

- - ^ ' ^ ' i.2..«.3nda^ 



i^ da> i*a.3.4 àa^ 



^ _ a» d»îi» 

EV+E- Vsaf'+a* — — =- 4-2 



2« d«i» 



E^+E-V 



î. 



f.a.3.4 àft^ 

1 d^«^ r d*v 

i.a da* x.a^.0.4 da^ 



"t^«»«»''j*2 



^in ^anj, 



>(33) 



+....+2. 



x.2«.«.an da'n 



d»"*» 



x.2m.an da»" ' 



Ce» équations 9 en nombre n+i , multipliées respectivement par 
Jom. FUI. i3 
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iM Metideï^ iniéiewm^nis # , ^ , y ^ ^ puis ajouta ^ doBneiU 

^19 appelant F la somme de leurs premiers membres , 



r=: 



z ^ 



+3 



rt*"*" «"^•T* T V 



a 4'«' 






i«a.3.4 dtf^ 



+ 



Je détermine les coefficîeps «, /8,.««f.9 en (aîsaat coïncider ^ 
terme à terme ; F avec IV (j^i) \ ce (jul fournit les n4"i conditions 



-/!♦ +ii:/i-i)* +y{n^zy +......+/•= 4 • ' ^^^^ 



•/3*'+*</ï— 0""+y(«— 2)*"+......+^= 






fn même nombre que les eoefficiens , et dès lors suffisantes pour 
les déterminer ; après quoi j'aurai 



- - * 



fr=r=#(E''j'4.E--«0+i8(E«-»f^+E-ç«-i )o+....^(Ej^4.E- 'O+H» . (34) 

Ce procëdë est parfaitement conforme }l celui de la méthode 
donnée par M. Bérard (^Annales p tom. VU; pag. ici et suiv. ). 
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J^n 'eff«t f sopposez 72=12, dam lé tableau d'éqv^fîons (3^^f et 
TOUS aurez identlquemônl les tttize équalions relatives à ce t^é^ 
produites à la page 108 du volume, cité. 11 n'y a d'ailleurs aucune 
ressemblance entre la métaphysique du savant auteur et celle' c^uî 
nous dirige ic^; mais ce n'est pas de cela qu'il s'agit présentement. 

Nous devons faire observer que les e'quations (33) comportent 
un mode particulier de résolution très * expéditif y qui permeè 
même d^arriver à des formules assez simples , pour exprimer les 
coefficiens * , Ai y 9 ••«••• 

On élimine m des équations (33) en retranchant de chacune des 
n premières, multipliée par /i* , celle qui la suit immédiatement* 
Or , cela revient évidemment à multiplier , terme à terme , et par 
ordre > les premiers medabres dbs* n premières équations , respec- 
tivement, par la suite 

^-n*=so, /ï*-(/2-i)*=i, »"-^(ij-2)*=±r, ii*-(/i-3)*=i/, •..i/î*---! , /i" ; 

■ 

puis à donner II chaque résultat , pour second membre d^égalité , 
celui de l'équation' correspondante -, multiplié par n* , et dTiminué 
ensuite dé celui de Téqiiration Immédiatement suivante. Oki obtient 
Misi les n équations sans m 



h 



•\-cr 



-f^^ 



nu , 






où H faat faire 



p^rz* p'^^ii' p"=tT* p""^-h* ' 



l.y 



ces coeiBciens étant inïïëpehcTahs de n. 
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Or ^ il est clair que , dans les premiers membres des équations 
du tableau (35) , (/i — i)* joue le même rdle que n* dans les équa» 
tions (33) ; ainsi , on formera uû second tableau de n*— i équa- 
tions débarrassées de /i, en multipliant les premiers fnembres dea 
n— 'I premières (35) ^ terme à terme et par ordre, jpar la ^uite 

puis en donnant à cbacune pour second membre le sien primitif, 
multiplié par (/i— i)* , et ensuite 4!n)inué de çejui de la suivante, 
J)^ cette mani^rç ou/^ 

ccVsn^^y+dd^iin^zyJt =/ïy ; v (3^) 

rr^y(/I—a)*+^(fl?X/ï— 3)4+.,..,.... ;...... =r/2y/ , l 

I # 

oà Ton a 

Ici (/i-^a)* a pris la place de (/i«— i)^ dans (35) » et de n* dans 
(33); et Ton aperçoit, sans qu'il soit nécessaire d'insister , comment 

on passera à une suite de tableaux de n— a, il— *-3, équations 

comprenant chacune une inconnue de moins ; et comment enfin on 
arrivera ^ une seule équation de U forme 



• 






qui donnera sur-le-champ 



fJS I B *■ ■ Il "^^i— ^<w^^ 



L 
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Après cela on remontera , par les seules premières ëqu allons de 

chaque tableaii ( ce qui sera d'autant plus simple qu'on aura été 

par lÀ dispensé d'écrire les premiers membres des autres équations ) 

pour détenoiner les autres coefficiena , dans l'ordre ^ , ^ , •.». y^ fi , m. 

L'extrême simplicité de ce procédé m*a permis de céder à la 
curiosité , en recherchant si la formule de M^ Bérard , relative. au 
cas de 2/2=12 , mérite le reproche de fausseté qui lui a été adressé 
^ annales ^ tom. Vil, pajg;. 34^). Pa.qs cette hypothèse 72;;;=^ ^ et 
les premières équations des tableaux successifs spxit 

H- /»+ y+ H- •+ ^4: ,ra 6 , 

H0+ 2Qr+- ;»7H- 32,-h 35^-4- i8fss2i6^ , 

j8oH-.433j'+ 673*4- 8401^4- 45o»=«i6y , 

3oa4*+ 8o64i+«^Gûo;+ 72oo»=a2i6r , ) (37) 

a 
• < • • 

4o320f+ioo8o{-|- §^SoQn^2i6s , 

^5^aoof=:^i6» • 

• m 

On obtient eosuUe p f ^ ^ r^ ...;> par le moyen da 

• • • 

•*4lTftl44 
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La valeur de u , introduite dans la derni&re èts équations (3^) 
donne sur-le-champ 

f— — JLLîililifï - 

Ici nous ayons pris pour unité ^ ou la 1 2.™* partie de ITntertalle 
entre les ordonnées extrêmes. SI , avec M» Bérard ^ nous prenons 
pour unité cet Intervalle entier, U faudra diviser nos coefficlens par 12, 

Or , après avoir divisé par h2 la valeur prëcédeate de «;, et di- 
visé haut et bas par 21 ^ pour réduire la fraction à une expression 
plut simple y je trouve 

■^ tfTOTtf 

qui tsl précisément Texpresslon du même coefficient , dans la for* 
mule de M. Bérard^ Les .autres coeflEiciens ^., t>, .•..•, obtenus* pas 
le calcul des équations (87) , puis divisés par 12 , coïncident aussi 
avec ceux de la formule citée y qui se trouve par là plelnemw^ 
justifiée. 

U n'est, peut-être pas nécessaire de faire, observer que la méthode 
dont il s'agit dans cet article s'applique évidemment , et de la mémo 
manière , à la série (22) laquefle comprend également les cas de 
rintervalle divisé en un nombre impair et un nombre pair de parties," 
d'oi^ ;il suit qu'il n'est pas exact de dire que la méthode de M« 
Bérard n'est Immédiatement applicable qu'à un diviseur pair 
( Annales , iom. YII ^ pag. 245 )• , , .. ; 



V. 
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Vf. Gonvalacus que la formule relative au dîvi^eur i 3, donnée 
par M. Bérard , est vraie , devons-nous prononcer que aeWe de M« 
Kramp ( Annales ^ toni. VI , pag. 877 ) , qui en diffère est fausse? 
La réponse basée sur les priacipe&.de M* Kramp lui-même ( lom. VII, 
pag. 34^ } serait .affirmative. P'ailleurs les deux méthodes fournissent 
les mêmes résultats pour les diviseurs i»2,3,4s> ^»-^f ?• ^ O* 

■ 

i^insi , ce ne serait qu'à partir du dlviseuir 8 qu'elles commenceraient 
à devenir divergentes ; ce qui serait bien extraordinaire. Cependant, 
mon estimable ami , le Rédacteur des AnnaUs pense <|ue « on do 
s peut rien conclure pour joxx contre les formules de MM. Kramp 
• ,et Bérard des diiFérences qu'elles présentent dans les applications » 

« 

,( Ibid. pag. 346 9 à la note ). Il sera bien facile de décider la 
«question , ^près le rapprochement que nous allons faire entre ces 
méthodes et une autre qui s*«at oJOferte depuis long-temps aux analisi^s. 
La voiei. ' * , 

fioit 

V 

• • * 

Téquailon d*une courbe parabolique complète y ^e Tordre n j passant k 
l'origine des 11, par le sommet de l'ordonnée f' ; en robligeant à passer 
par les sommets des n autres ordonnées Ef" , £V , ....• £V • également 
espacées, dans l'intervalle des limites' i»saBO| n^n^nous aofons, 
pour déterminer les n coefficiens A f B ^ ...ilN ^ les n équations , 
dérivées de (38) , 



. • ■ . > '. ' ' : » 

. ... » . , .. 

. O II 7 a biea quelque diffibmce vaktivslnént au dMiéur 8 ; car le fléno- 
jocûnatçur comn^ des çoe^îens » qui tout dViilIenri les mêmes de part' et d^autre'^ 
est 2835o^ iphex M. Bérard et 89600 chez M. Kramp { m^îs il est probable 
que la di^érence tient à une erreur tj^pographique dans le dernier nombre i puisque 
le premier supporté l'épreuve de l'b^pothèsé dé Tégalité des ordonnées, entra 
•lies et avec Vmài. 
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EV=H-a>^+2*-5+...«.4-2"JV , 

(3^ 



On aura ensuite Taîre de cette courbe y entre l'es mêmes ITmltes ; 
en intégrant (38) multipliée par Au ^ depuis ii=:o jusqu'à Mt=n ; 
et , si cette aire , que j'appellerai Inscrite ou jéire de la courbe 
parabolique inscriH , est prise au lieu de Faire Z de la courbe 
yraie , on aura 

Z=nf^ ï--r-+..M..H ; — ♦ (40) 

Il est YÎsible qu'on arriverait au même rësuhat en éKminant le» 
eoefficiens A , B , C ^ ..,.. entre les équations ( 3^ et /^o )• 

11 est bien évident que le système des équations C^^»^^') P^^* 
être remplacé par celui des équations 







X ' % SL ' I a f» 



AfCsSi^— « , A«fC=EH»— aEf4^> y..M.A»'/==E«f'— nE"— v4;-....±é' ; (4a) 

car > d'après ce système ^ en faisant successivement dans (i(i) 
11=0 ,' iissi y ii:=a', •••••»=:/» f Vou» tvMivetez successivement y ss^f^ » 
.)rsEi^ , J^=EV , ......jr sE'V ; comme cela doit Atre. Of , les équa- 
tions (4r , 42) étant précisément celles entre lesquelles Ml Rramp 
élimine les différences (IV) ; il est évident que la méthode de ce 
géomètre coïncrde avecr cellie de cet article ^ c'est-à-dire ^ qu'elle donne , 

au 
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au lieu cle l'aire Téritable Z , l'aire de la courbe parabolique ins- 
crite du degré n. 

D'autre part , comme l'a dëmontrë Lagrange ( Ecole normale , 
tom. IV), Tëquatlon parabolique qui satUfait immédiatement aux 
ieonditions (38 i 3^ est la suivante : 

ê 

9 X (w— I )(ii^^2) (tt-:-3)«.- .(«—») 
^^jiEfM X («— 2)(i«— 3)..«. (»—/») 



+EV.2/(i/— i)(ii — 2) .(a— /2+') 



oSi il faut prendre le signe supérieur s! n est pair. 

Or, en désignant par 5', 5*, 5^, les sommes it% produits 

là i,a à3|3à3, ••••• des termes de la suite i , 2 , 3 , .... n ; 
par 5'| , S g* , 5|^ , ...•. ces sommes de produits quand on exclut 

de la suite le terme i ; et en général par 5'^' , 5^* , wV, ces 

mêmes sommes de produits, après Fexclusion du terme i; il est 
clair que l'équation (43) devient 



— — Ef<a»— «■- «SZ+n"- *5/— ......+«5.'»- •) 






t a 
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En muUiplIant celle-ci par du , puis en intégrant entre les limites 
i/=:o, ussn , et donnant le résultat pour l'aire Z} on obtient enfia 



\n+i 



L5 i+Z — 5 •— '^nS'* ] 

I 

• •••••• ^ 

H-Evf -T 5»'+ rr^» — ^- T ^" y 

-— \n+i n nmmi 3 /, 

Telle est (45) la formule que nous avons promise ci-dessus (IV) , 
et qui donne immédiatement des expressions fonctions du nombre », 
pour les coefBçiens des coordonnées ëquidistantes. 

Si nous prolongeons le second nombre de (38) , jusqu'à là f uls- 
sanee 2/» de » , ce qui représente une courbe parabolique de l'ordre^ 
a» , nous exprimerons que cette courbe est inscrite à celle dont 
nous avons désigné l'aire par >r (ai) , on écrivant les équations, 
en nombre n+i 

E" F+E"" fWaj'+a]?»* H"*^»* +• 



(45) 



•• 



••• 



En- ly^-E-di- 1 Vr:2H-3B(»-0*'^^(*~0*+-< 

(46) 



E ♦'+E-" i>ss2f>-^2B • +*D +• 



•• 



= 9 



Si d'ailleurs nous prenons les deux aires particulières, l'une entcft 
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O et -4";i I l-au^re entre o et — /} , que nous ajoutions leurs valeurs 
absolues 9 pour avoir Taire parabolique inscrite entre +72 et — /7 , 
que nous prenions enfin cette aire au lieu de Taire W , nous aurons 

Or , les équations (45; 21)1 (44 1 32) comcideraient respectiyemenl 
al Ton avait 



i.ada« ' ».a,3.4 àa* ' ' - 

« 
♦ • • • 

donc 9 le résultat de rëllmmatîon de B^ 27, .;».••.. entre (44 1 4^) 

» dV * 

sera identique avec celui de Télimioailon des difFérentielles — tz 9 

* x.a aa* 

1 dH^ 

^ - / r— ,..•.. entre les équstions (ai , Sa); or, ce dernier résultat 

■ 

est celui de la tnétbode de M. Bérard ; donc aossi elle donne 
pour Taire approchée celle de la courbe parabolique inscrite. 

On est donc en droit de conclure ^ en toute rigueur, en verto 
de Taxiome : Quœ sunt eadem , etc. , que les méthodes de MM* 
kramp et Bérard doivent , pour lès menées diviseurs , donner lea 
mêmes résultats» 

La courbe parabolique (38) , de l'ordre n f inscrite entre Ie« 
limites F I E^r , à la courbe donnée , dont Taire est Z , a son aire 
propre Z^ ^ entre les mémea limites, exprimée en ordonnées équi- 
distantes 9\ Ei^, ....•• : c*est le second membre de (45). M»s , si Toit 
traite immédiatement cette aire parabolique Z^ par la méthode de 
M. Dobenbeim , on ne trouvera pas un résultat différent « si toutefois 
on prend on assez grand nombre d^aires autrement divisées 3^, T^^,..«., 

pour Mminer le nombre ^ de coelRciens des puissances de • qui 

ittiveat T daM la formule (to) appropnëe i ce cas» Qt ^ .c'e^t 
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précisément ce résultat que la méthode dotit H s'agît donne ; ati 
lieu de Taire Z ; donc encore la méthode de M. Dobenheim prend 
l'aire de la courbe parabolique Inscrite au lieu de la yérltable ; et 
dès-lors cesse l'espèce d'étonnemcnt qu'elle inspire d'abord , en pré- 
sentant f pour approximation de l'aire d'une CQurbe , une combi- 
naison linéaire des ordonnées équidistantes , dlfFércnte de celle qui 
compose T ou la somme des trapèzes inscrits ; car rien n'empêche 
que les ordonnées , combinées d'une manière , donnent l'aire dii 
polygone rcctlligne Inscrit , et combinées d'une autre , Taire 
de la parabole inscrite. On aperçoit aussi que ses résultats doivent 
coïncider avec ceux des deux au'tres lùéthodes , lorsque , n étant 

le diviseur de l'Intervalle . Il a un nombre — de diviseurs exacts 

n^ p n^' f « et qu'on s'en sert pour en composer autant d'aires 

ûuxilldlres 7^ ^ T^^ , Ainsi , par exemple , comme 72=6 ai pour 

diviseurs i , 3 , 3 , 6 , et que Ton en peut conclure , outre Taire 
*T qui correspond à i , trois autres aires T^ , T'^ , T^^^ , cor- 
respondant aux autres diviseurs a ^ 3 , 6 , la méthode donne p pour 
ce cas , la même formule que les autres ( Comparez : tom* VI » 
pages a88 et 376 )« 

VIL Les méthodes d'approximation (V) viennent donc se rdunir 
dans le même esprit avec celle de l'article précédent , c'6St>k*dlri) 9 
avec la méthode des courbes par^bollque8 ; et j'aurais bien plutôt 
tiré eette conclusion Importante , si je n'avais pas craint d'être chicané 
en produisant cette proposition : « Il ,n'y a quo^ les fonctions ra- 
I» tionnelles entières qui puissent conduire à des différences nulles » , 
de laquelle la première est un corollaire immédiat. Il faut n^ain- 
tenant essayer d'apprécier le mérite de cette mëtbode des courbes 
paraboliques. 

Jp ne dirai point qu'elle ne laisse rien- à désirer ; je ne dissimulerai 
mêoie pas qu'elle est sous le poids d'une censure très-sévère , pro« 
noncée récemment par un juge qu'on n'est point tenté de récuser. 
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« Je regarde sur-tout comme l'une des plus défectueuses ( métliodes 
» d'approximation ) celle qui suppose que l'ordonnée de la courbe 
» est représentée 9 dans toute son étendus ^ par la formule yrza 

» H-iof+ror*-!- , ou par une formule équivalente; car, de ce 

» qu'une courbe passe par un grand nombre de points d'une courbe 
» donnée , il ne s'ensuit pas que les deux courbes soient fort ap<^ 
1» procbées l'une de Tau Ire ; il peut arriver, au contraire ^ que les 
» deux aires , malgré tous les points communs ^ soient aussi difTé- 
» rentes entre elfes qu'on le voudra »• ( Exercices de calcul intégral , 
m.* partie, pag. 3x6). Effectivement, entre les limites assignées , 
faites couper la proposée en n points , par une courbe parabolique, 
dans l'équation de laquelle (38) vous aurez admis un coefBtient 
indéterminé de plus, ce qui donnera, dans (39 et 4o )» Uniterme 
et un coelHcient de plus. Ensuite , déterminez les /i4-i coefEcièns , 
par le moyen des équations (39 et 4o),'en taisant, dans cette der- 
nière , Z égale à une quantité donnée ; de cette manière vous aurez', 
entre les limites assignées , une courbe parabolique du degré '/i+l 
. qui , avec n points communs entre elle et l'a proposée , 4ura pourtant \ 

une aire donnée arbitrairement , et par conséquent ' aussi différente 

■ 

de l'àtre de la proposée qu'on pourra le désirer. 

Cependant , SI , entre' les limites assignées', la côUrbé proposée 
n*a point d'affections singulières , telles que branchés multiples' ^ 

•branches ii^finles , points conjugués, points de ilebroussement, etc;; 

I on si , atialitfquement parlant, entre ces' limites, aucune des diffé- 
rentielles dF^ , d*Fjr,u.i.. ne devient infinie ; en un mot , si la série 

' db Taylor peut exprimer %^ ordonnées dans tout l'intertalle ^ et 
telle est. la supposition généralement admise ,* on ^conçoit que plus 
on assignera ! de points communs entre la proposée et une courBe . 
parabeliqâe d'un degré' égal au nombre de ces points , et plus tfussi 
l'aire de eette dernière courbe approchera de l'identité avec l'aife 

' de la première; Il n'est point- superflu de confirmer cet aperçu ptur 
des considérations . analitiques. 

SuppptoBs une epucbe parabolique complète de Tordre n ^ ' pàssaui ^ 
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entre le^limUes o , n^ par /i-f-i points de la proposée; elle aura 
.||K)ur éqjiation • notre formule (44) ^^^ ^^^^ mettrons aous la forme 

> 

U ëtant la fonction rationnelle et entière de u composant le second 
membre de {44)* Quand u recevra l'accroissement quelconque «» 
on aura 

lLy=U^ -; -; h ..... 1/4-1/^ . 

^ i du 1.2 du* 

Or , quand on fait u égal k un des nombres de la suite i , ^ , d,..^Ji i 

,\ 4 P^f exemple , U devient égal à ËV ; et , quand on augmente 

u d'une unité | E'jr devient £/, et^ dans notre exemple, égal ,k 

£ V. La fonction U^\ ^ui d'ailleurs n*a qu'un nombie fini de termes , 

attendu que , U étant une fonction rationnelle et entière de ii, 

ses difTérentielles finissent par «'anéantir ; la fonction I/^ , dis- je , est 

^dpnç telle que., pour «=:0| elle est nulle ^ et que, peur «=sit 

.elle^^t égale à EV—EV; quantité qui sera évidemment d'autant 

plus petite que les ordonnées voisine^- seront plus rapprochées ; ce 

qui est notre hypothèse relativement a la proposée. Donc ^ pour 

toute Valeur de • i entre o et i , la ionction U^ sera très*peiite ^ 

puisque c'est une fonction finie, rationnelle et entière de «j donc, 

dans l'intervalle de deux ordonnées consécutives de la proposée, 1^ 

, ordonnées à la courbe parabolique dîiFèrent très-^peu les une» des 

f utres et de leurs limites ; et , puisque telle est Thypothèses , ie« 

lativemenl aux ordonnées de la proposée , les aires correspondantes , 

dans Tune et Tautre courbes , doivent aussi être très-peu différentes* 

Je m'abuse peut-iître; mais je ne saurais taire que la méthode 

. des. cpurbes paraboliques me semble , en général , préférable i la 

méthode directe ( I , II ) , qui consiste i^ prendre pour approximation 

un certain nombre de termes des séries ( 1 1 » i4 j ^^o. ) ; car , Mins 

parler des difficulté^ et des longuevr^i 4'éfiS iesq^ellei MtM dernièft 
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*^S^S^ • P^^^ chaque cas particulier ; embarras dont on se formera 
ridée , en Imaginant qu^on se trouve contraint de calculer nu7 
nëriquement plusieurs ordres successifs de diffërentielles qui peuvent 
itre souvent fort compliquées ; elle est entièrement Impuissante quand 
elle rencontre des séries divergentes , ou même des séries très peu* 
convergentes ; tandis que la première , après un léger examen , né^ 
cessaire pour reconnaître son aptitude « parvient à une très-grande 
approximation , par des calculs fort simples , dont une bonne partie, 
est toute digérée dans des tables. 

Je prend» ^uh exemple fort simple: la recherche du logarithme 
de 2 ; c'est le premier exemple que s'est proposé M. Kramp ( Annales, 
tom. VI « pag. a88 ) ; et nous savons que la méthode parabolique 
h*y applique avec beaucoup de facilité. 

Je fais donc y=Fir= -^ ; d'où Zz^/FxàA^ j sLog. T — ^ ; et i 

pour avoir ZssLog.a , je suppose 4^=bi ^ ii=6 i sssi2 ; la suite 
des dliférentlelles de la fonclion Tx est 

D'après ces formules , les séries {i2i%^^$^^% donnent | aanr 
peine à la vérité , » .? 

Log.2=i^-+-— -4. J-;.... J 
Log.asa — H :4'r-t+7-:+...n J 

** a »%x* 3.a' 4*** 

* 

• « 

de ceâ trois séries ^ la première est Inutile , attenda qu elle n*esl 
asse« convergente } la seconde n*est guère plus avantageuse { 
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la troisième pourrait absolument servir ; mais encore , pour obtenir 
un résultat de même précision , le procédé parabolique des, më« 
thodes (ly , Y) , aidé des formules calculées dans les Annales » etc*^' 
me parait-il plus facile \ mais voyons ce que donne la série (lo); 
A cause de 

j'aurai 

Log.a=o.694877346— -5, —î 4-5,^-5, ~i+..^ 

Pour m'assurer de la convergence de cette série ^ qui renferme les 
nombres de Bernouilli y j'égaie en valeur absolue \%% deux terme* 
des rangs n , n-f-i '9 à'oik je tire 

B^ ""a.C«^i)-^ • 

Or , Euler , thns son Calcul différentiel , a démontré que le rap- 
port de deux nombres de Bemoutlli consécutifs converge assez ra* 

pidemopt vers rexpression- •-. ; on pourra donc écrire 

. ■ » 

n» 1 44(2»"— fi 

d*oii l'on tire n \ peu près ^ga!e à 6fr, ou % 18 environ; e^est4-dire 
que la série dëvieui dtvergehte après les 18 premiers termes; elle 
est donc ahsol^meni éi^er génie ; car, aux^ 18 premiers terilies » 
réunisses quelques-uns i^t^- autres , pour former un seul premier 
terme , et vous aures une série toute divergente , q»! par elle* 
mènie n'apprendra rien sur la, valeur de Log2.|^ au moins dauf 
Tétat actuel de TanaUse* 

• • • ■ ». 

Maïs j 



. i« i< 
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Mai5 } dîra-t-on , la sëric dont il s'agit est de la classe des 
semi-convergentes ; or , celles-ci fournissent des approximations suc- 
cessives, tant qu'on ne dëpasse pas la limite des termes décroissans. 
Je ne trouve , à l'appui de celte^ proposition qu'une assez faible 
induction , tandis qu'il faudrait une Lionne démonstration* Le pre^ 
mier terme d'une série divergente est , en général , une approxi- 
mation » dit-on. Quand cela serait , du moins est-il certain qu'il 
s'éloigne souvent beaucoup de la valeur exacte » et qne rien dans 
la série ne peut aider à juger du degré d'approximation. Ainsi ^ 
dans notre exemple , ce n'est point de la série ^ mais d'ailleurs ^ 
que je sais que le premier terme 0,694877346 est une valeur ap- 
prochée de Log 2. On calcule méme^ ajoute-^-on , l'approximation 
que peut donner une série semi^oni^ergente : on calcule le degré 
de petitesse du terme qui est à la naissance de lia divergence. Soit^ 
mafs' je ne sache pas qu^on démontre à priori que ce soit là 1^ 
mesupe de l'approximation que procura infailliblemeot la séné : cette 
propriété elle-même de donner une approximation dont le tertne. 
esfc calculable serait un paradoxe qu'aucune induction ne pourrais 
Caire admette*. 

I^a série: 

est convergente j|;isqu'au* sixième terme et divergente au-deI2k ; elle* 
est par conséquent semî-convergente. Or , cette série ,'. multipliée 
par ^/y, n'est autre chose que le développement de v/3—4 ou ^^.- 
AmM , comme les séries absolument divergentes , les semi-convei^ 
gentos peuvent exprimer ^ts quantités imaginaires ; ce qui n'arrîvi? 
j^miâs aux séûts convergentes; d^où il sembre suivre que lès pre^ 
mières doivent être réunies en une scufe et même classe ; comme' 
les semi^divergentes se réunissent aux* convergenies. 

D'Alemberr et Condorcét y qui se sont tant occupés &% séries ;. 
B'admettaient point ces êtres équivoques appelés séries semi-coAver^ 
gentés. .<! il faut , dit le dernier , que la suite dbnnée dans lau 
Tom. VUL r^ 



loG PEOBLÈME 

» méthode d*approximation , se puisse continuer 2i Tinfinl , sans 
« pouvoir s*arréter à aucun terme , et y changer soit de forme soit 

» de naturel et que» plus on en prend de termes la somme 

9 de la suite diffère moins ; et il faut non seulement que cela 

» soit, mais encore que cela soit bien prouvé à priori. » ( Pro^ 
» t/ème des trois corps , pag, 62 ). 

Lagrange s'exprime d'une manière peut-être plus positive encore 
à cet égard. Après avoir parlé du moyen d'évaluer les termes omis 
à l<r fin de la série de Taylor , il ajoute ; « Par le moyen de ces 
]» limites , on est à couvert des difficultés qui peuvent naître de 
9 la non convergence de la série [ valeur de («î^-f-O'" ] ^î 

» —<i ••••••• la série finira toujours par être convergente; mais 

» elle sera toujours divergente & son extrémîtë , si - > i , quoi- 

n qu'elle puisse être convergente dans ses premiers termes* Ainsi , 

» elle ne pourra alors être employée avec sûreté , quelque loÎQ 

^ qu'elle soit portée , qu'en ayant égard aux limites que nous venon» 

» de donner, n ( Journal de F école polytechnique , XIL* cahier , 



ri» 



C) Tout en partageant au fond Topinlon de mon Judicieux ami t je crois 
cependant devoir y apporter un léger tempëramm^nt. 

Je x^narqae d'abord , avec lui , que , comme on peut toujours , par Taddi* 
tion^ réduire k un terme unique tant des premiers termes qu'on voudra d'uni 
série gémi- convergente , il en résulte que les séries fie cette classe peuvent tou- 
jours être rangées dans la classe des séries purement divergentes. 

Je remarque , en second lieu , que de telles séries peuvent toujours être offertes 
sous une infinité de formes différentes. On peut , en effet , réunir leurs termes 
de deux en deux , ou de trois en trois 1 de quatre en quatre , çl ainii do 
suite. On peut aussi laisser le premier terme seul » réunir les Jeux suivsiis , 
puis les trois qui viennent après ceux-ci , les quatre qui viennent ensuite , et 
ainsi du reste. On peut enfin faire des fermes de cette série telle autre com* 
binaisoa régulière qu'on voudra. 



\ 
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VIIL Jusqu'^ ce qne quelque heureuse découverte nous ait appris 
soit à rendre convergentes les séries qui ne le sont que peu ou 
point, soit à tirer parti des séries divergentes y la méthode para- 
bolique demeurera la ressource du géomètre calculateur ; et c^est 



Or , êî t6us les termes de la sërîe ne sont point de mêmes signes , ou ne 
deviennent point perpétuellement tels au bout d'un certain terme , on conçoit 
que j parmi les séries nouvelles qu'on en aura déduites , il pourra fort bien s'en 
trouver non seulement qui soient convergentes ; mais même qu'on puisse prouver 
devoir demeurer telles, passé un certain terme» Or» ces dernières étant suscep- 
tibles d'une somme assignable , celles dont on les aura déduites devront l'être 
également* 

Parmi les exemples qu'on peut produire k l'appui de ces réflexions , un des 
plus simples est sans doute celui de la série divergente 

7 — I"^ 7 ^*ï + 7*"tf*T* 7 •"•••••• (A) 



En rassemblant ses termes de - deux en deux ^ elle devient 



>*•■ 1*4 S ê' f'fr 9* a • si'it- 



•••••■ 



(B) 



série perpétuellement convergente , dont la loi est manifeste ,. et qui peut consé- 
quemment être employée en toute sûreté de conscience , comme mojen d'ap- 
proximatloa. Or ,, la première est le développement de f — Log.a; car on a- 

f =1 — 1 + 1 — I+I — 1 + ...... , 



Log^=«-7 + 7 -7 + 7-7 + 



•■•■••■ 



ce qui donne , en effet , 

d'oîi il suit que la série divergente (A) pourra , comme la série convergente (B)^ 
être employée i l'approximation de f*— Log.a. 

Mais, je n*en rejette pas moins » avec M. Servois , comme instrument d'ap-- 



V, 
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conséquemment cette méthode qu'on doit s'eiForcerde perfectionner* 
LVire parabolique approcherait incontestablement plus de Taire yé- 
ritablc si , outre un nombre n de points communs , les deux oourbas 
avalent entré elles , à ces points , des contacts plus ou moins iii« 
times ; or , Il est toujours possible de satisfaire & cette nouvelle 
condition , quand on a Téquatlon de la proposée. En effet , en dllF^- 
rentiant Téquatlon (38) « qui Q*est plus alors termin^ée aiu tierme 
Nu^, on trouve 

^ =: ^+25^/4.3 C£i«+.... 

4^ =:3.3.C+3.34D£i+3.4.5E£«*-4- 



Ce sont autant de formules qui donneront les coefBcIens dliFérentlels 
aux sommets de chacune des ordonnées f^ , £1^ , EV , ...., en y falsaiit 

successivement s=o , u^^i , zi=2 , SI, pour fixer les idées, 

on veut que la courbe parabolique ait, aux points communs avec 
]a proposée , des contacts du premier ordre , ou des tangentes com- 
munes ; en employant, pour abréger , les lettres «, /s,....^. 
/i 9 ' ^ simples ou jfnarquées de plus ou moins d'^ccens pour 
représenter lés n^\ ordonnées équidistantes ou leurs ^oefficlens 
difFérentlels successifs , respectivement ; en faisant attention que 
#=p et que m'ssA , on aura les équations 



proiimatloii , toute série soit divergente , soit même semi -convergence , dopt les 
tenues sont tous de mêmes signes , ou deviennent de mêmes signes , à partir 
de l'un queIcoi]<c|ue d'entre eux ; ainsi que toute tërie divergente ou semi->con« 
vergente , ayant perpëtueljement des termes tantôt positifs et tantôt négatifs ; 
mais de laquelle on ne pourra pas prouver que, par quelque transformation 1 
' elle peut être ramenée k une seVie véritablement convergente , soit immë^ja* 
tement ^ lolt à partir de l'un quelconque de sçs termes. 
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^s»4- •/+ ^4. (7+.,.. 1 iS/ss-'-h a -S"4- 3 C+.... 

(48) ) (49) 



»ss •+iin'-Hi«j?4-n» ^4...... J •' = #'+2«5 4- 3»» C 4-, 



fff*j* 



Les premières (48) , qui sont la même. chose que (3g), exprimant 
la coromunautd de n points : les dernières (49) exprimant la com-* 
XDunautë de n tangentes* Il faudra, pour ayolr Talre^ , Ijes com- 
biner avec l'ëquatlon 

■ 

' Les t^qaatlons (4^ p 49^ 9 séparément en nombre n ', ensemble en 
nombre 2n , détermineront un nombre 2/1 de coefficiens B p C , •••• , 
c'est-à--dire , les 2n coefEcIens qui suivent ui ; de manière que le 
dernier terme de (38) sera de l'ordre u*'^'^*» Ainsi ^ on peut toujooss 
faire passer , par n points de la proposée , une courbe paraboliqvie 
de l'ordre â/i+i qui ait « à ces points , avec la première , des 
tangentes communes. Si on voulait que la courbe parabolique eût 
& la fols des contacts du premier et du second ordre , c'est-à-dire , 
des tangentes et des rayons de courbure commups$ au« équations^ 
{4^9 49)9 ^^ faudrait joindre les suivantes ^ aussi en nombre n^- 



ii//=i.^/+ 33 C-4. 3.4 i)4- 



••«•• 



y//= »'/+a.3.aC+3.4.a»Z>+..-. 



»/'=^'4.a 3^C-h3.4.n»i>+,.... 
Far le moyen de 3/i équations , an détenh!netait 3/i eoelliclenf 
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C^ D,...*. ; de sorte que (38) monterait & Tordre 3/i^-2 , et ainsi 
de suîte. On aperçoit qu*en général on ponrra toujours dëterminer 
une courbe parabolique qui , aux n points d'intersection , ait à la 
fols un nombre donné m de contacts d'ordres successifs ^ et que cette 
courbe sera de l'ordre mn+m — i. 

Supposons, pour donner un exemple , qu^ayant divisé llntervalle 
des limites en ;i= 3 parties égales , on veuille faire passer une courbe 
parabolique par les sommets des quatre ordonnées m , fi , y ^ f et 
que de plus , à ces points , les deux courbes aient des tangentes 
communes. Je prends les trois premières (48 ^ 49) » bornées au 
coeiHcient G , inclusivement ; je détermine , par leur moyen , les 
six coeiEciens B , C , D ^ E ^ F , G i je substitue dans (5o) et je 
trouve enfin 

„ 465(M+i)+ 1 2 1 S(fi+y)+S'j (ii^- ^)— 8 1 (fi'r-y^ _ . 

;&=— ■ — ■' ' . (50 

' ' Faisons Tapplicafion de celte formule au logarithme de a ; puis- 
que rintervallc est divisé en trois unités; il faut faire iaf==3, /2=G| 
'pour a^oir ^=Log.2. Cela posé , oh aura 

s * 

r 

t • » 

valeurs qui , substituées dans (5i) , donnent 



Log.2 =3 0,698145^ 



• 



expression exacte, jusqu'il \^ cinquième décimale, inclusivement* 
X<a formule (5]^) se vérifie d ailleurs fjicilement , en faisant.^ 
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itp 



*»=^=r=^=:i 



»^=:/ft^S3y/eï;<=0 ; 



c'est le cours d'une droite parallèle aux or , et qui en est à la 
distance i ; alors on doit avoir ^=3. U^ie autro vérification con- 
siste à faire 

• • .«•••••' •• 

c'est le cas d'une droite passant par l'origine , et inclinée aux x 
seus un anijle de mini roi t ; alors, on doit avoir ^= — . 



I 



Il faut remarcjucr que la forme sou^ 'laquelle s'est prë&entée. 
l'équation (5i) n'est point accidentelle; et on\ verra comment y en^ 
général ^ se combinent deux à deux les C0ï9/fiicieii3 différentieU. de^ 
même ordre « dans l'expression finale de l'aire , par l'indlcatloa 
sommaire du procédé que je conseillerais de si^re è:.celui qui, se 
proposerait de construire des tables , d'après l'idée * exposée daM. 
cet article. Ce procédé est entièrement semblable à celui que nous* 
avons appliqué }k la série (21), et consiste à éliminer de cette^ série 

les coeiHciens diiléreniiels -7— , t— ■••••••• ^^^ seulement par le 

moyen des équations (Sa) » mais par le moyeiji^ de ces équations 
réunies avec celles , toutes semblables , qui existent entre les coe&i 
ficiens différentiels successifs des ordonnées F» &^«.V«>* Ainsi» 
pour formules des dilTérens systèmes d'équations à employer, on 
a, en m^ttpnt^ .pçur . abrcge,r , les .simple^ leitfes ,#i., ^^w,. au 
lieu des dilTérentielles divisées. 



/ 



\ 



EV+E'^^'f 5= af^+s/^^^-i-s/î^ii-î- , 



♦V, 

••• 



da da 



2.2/l*«+4-3'>^i*+'««* 



IJ0j 



^a 



.2.2«4*3.4«^^*i'4*-« 



I 

I 
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d*E«i^ , d*E— V ^ . ,. , 

— + ; =S ••• I.2.3.4-2/8-4*.««.« 



La première d« ces formuTes fournît les n+i ëquatrona (3^) : cba^ 
cune des suivantes en fournît autant. En multipliant le premier 
système par A, B y ^ ,.».». , le second par A^ ^ B^ , C^ j.. • . • le 
troisième par >f , B'^, C^',».... et airsî de suite; puis en les* 
ajo^itant toutes , et nommant f^la somme* di^ leurs premiers membres^ 
on posera 1V=z,V , et on aura • en allant jusqu'au roniact de Tordre 
m , un nombre (/77-4~ T (^"f d' q»aiiens , entre autant de coeâiciens 
q^uî y étant une fol» détermines f donneront enfia 



^ /dE"*'— clE-iH'\ • /dE'-'iH-dE-t»»-»)^ \ . . „, d^ 



c*esr-2i-dire que, Jana Texpressibn finale de Taire- WT, les ordonnées 
également éloignées des extrême*» , ainsi que leurs coeflSciens dilTé* 
rentiels successifs , sont rapprochés sous- un même coéfïicient nu- 
mérique-; mais séparés par le signe 4* 9 pour les différentielles d*, 
d' , d^ ,...•• de rangs pairs , et par le signe *^ , pouc les différen- 
lieUes d' , d^i d% ..^ de rangs impairs. 

IX. 




f 
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IX. Quoique la méthode ^e rartîcle,, précédent exprime Taire en 
fonction des ordoivoées équldist^tes et de leurs coeiRciens diflerentiels 
auccessifs , il se faut pas la confondre avec celle de même phy- 
«iobomie que donne'£u|er dans son Calcul intégral ( tom. I , sect I, 
•chap. VII ). Celle-ci reviiEint évidemment à partager Taire totale en 
:un nombre n d'aires partielles ^ ^ayant leurs bases a sur Taxe des 
jr^ et 4 prendte la somme, de ces aires , évaluées séparément , par 
Ja série de Berno'ullli. Je n'insisterai pas pour prouver qu'il est 
floujours praticable, et qu'il serait peut-être quelquefois très-avan- 
tageux, d'évaluer ces aires partielles par les métbodes dont nous 
venons de nous occuper, Je ifi'abstiens également d'établir aucune 
comparaison entre les résultats de la méthode des courbes para- 
boliques et ceux des méthodes. qui représentent l'ordonnée de la 
courbe par dés fonctions de' l'abscisse telles qu'iine fraction rationnelle 
finie ou la série récurrente qui en dérive , ou une suite finie de 
ainus on <)e cderfKis de l^bscîsae et 4e $e$ .^lultiples , .on une 
tuile finie d'exponentiels, «lo» ; et je terinpie .par. ks «deux, ob^- 
vations suivantes r 

I P Par le Théorème de Ta^lor ^ on est autorisé , en général 9. 
\ supposer 

Fjr==Ftf +<dr-tf )+/i(^-4*+y(^-tf )'+ .... (Sa) 

Si Ton connaît un certain nombre de valeurs Fjt^ , Yx^' , •••• de Ts , 
correspondant ^ :r^ , .jr^^ ,.«••«, ou bien .encore un certain nombre 
de valeurs de V , V ^ V" » .•... , 4^' doivent satisfaire aux équation» 

V ^A'-i-B Fa-^mC +fiD' 4-.—. r 

• ♦ 

••*••♦... . . . } 



r 



dam lesquelles l«b«|o«fti«ieiM ^ , fif,..,,A^^ f^, «>..». sont aussi 
Tom, VUL lis 
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connus; en éliminant un nombre n de coefRctens «,. il >•««# loutre 
un nombre /i+i d'ëquatîons exprimant , d'après {Sz) ou (53) , un 

nombre égal de valeurs connues Fj:^, F^r'^,.^,. , F", V^ 9 ; on 

obtient finalement une équation da premier degré en Ftf , d'oà l'on 
'tire , sur4e-cbamp , l'expression de cette fonctiott, en quantités con- 
nues ; expression qui est une taleur approchée ; pourra toutefois 
que' le développement particulier déduit de (52 et 53) soit possible^ 
Tel est , en général , l'esprit de la méthode qui nous a principale* 
ment occupés dans ce mémoire ; d'où il résulte qu'elle est applicable 
\ bien d'autres choses qu'aux quadratures. 
2.^ Quand il sera possible de supposer 

F«=H-74-^+^ +....; (54) 



p éunt ce que dei^ent F/i » quand n est infinie. Si Ton connaît 
les valeurs de Fi» correspondant aux - valeurs in^i ynssi:^^ o=;3»,»«»f 
on aura 



M ji y ' 

III 



f 

F3=f+ Y+^r+l» +•.... , 



Entre cell^«çi » svpposéeâ en nombre n^i i on éliminera un 
nombre n de coefficiens « , /i , y « ••••. ; et on aura f par une équa- 
tion du premier degré qui servira à l'exprimer en Fi ^ F2 ^ F3 ,.... et 
les différentes puissances de 7979 7 » ••••• > par approximation , si 
la forme* (54) et celles qui en dérivent sont possibles, 
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Dans (54^ , F/i dësigne-Uil , par exemple , le périmètre ou Taire 
du polygone régulier de n côté inscrit ou circonscrit h un cercle ? 
f sera le périmètre ou l'aire de celui d'une infinité de côtés , ou 

le cercle lui-même ; etFi ^ Fa , F3 , seront les polygones de 1 , 

2 f 3 ,.•;••• c^tës. F/1 représente-t-il la somme des/2 premiers termes 
d'une s^rle infinie ? alors p en ser^ la somme infinie ; taiodis que 

Fi y F2 , F3, , seront les sommes de la même série, bornée à 

1 1 2 , 3 , • terme. F/t est - 11 l'ordonnée interpolée d'une courbe 

par le moyen de n autres ordonnées données ? alors p sera celle 
qui serait Interpolée au moyen d'une Infinité d'ordonnées données, 

c'est-à*dire , l'ordonnée rigoureuse \ tandis que Fi , F3 , F3 , 

seront les Interpolations déduites de i j 2 , 3 , .f.««. ordonnées asâ- 
griées, et ainsi du reste. 

Je viens de rappeler , en substance , une très-belle idée qu^a pu- 
bliée y entre plusieurs autres du même genre , le Rédacteur dés 
Annales , dans les réflexions dont il a fait suivre le premier mé- 
moire de M. Kramp {Annales ^ tom. VI, pag. 3o3 et sulv. );et 
je m'empresse de saisir cette occasion pour recommander à toute 
Tattention des géomètres cet opuscule de mon digne ami. 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 



Trôblème d'Hydrodynamique^ 



Un corps pesant homogène d'une densUë connue ,. et termine par une 
surface de révolution du second ordre est posé sur la surface ho* 
rizontale d'un fluide pesant et incompressible d'une densité connue , 
renfcriné dans un vase , de telle manière que la surface de ce fluide 
est tangente k son sommet et que , par conséquent , -son axe est 
TerticaL On suppose que , dans cette situation , le corps est abandonaë 
à lui-même; et on demande- d'assigner les lois de sa chute? 

« 

Problème danalise indéterminée. 

Déterminer quatre nombres rationnels tels que leur somme » la 
somme de leurs produits deux à deux et la somme de leurs produits 
trois k trois , soient égales à trois nombres rationnels donnés ? 
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ANALISE TRANSCENDANTE. 



I r 



Prohlème des quadratures. 

Rapport à racadëmie royale des sciences , sur le mémoire 

de M. BiRAnp , inséré à la page ti^ du VIL* (p I 

volume de ce recueil : 

Par M. A M F è R E, 



Xjk ^ecrëtaîre perpétuel de Kaead^ihîe , pour ks sciences mattiématîqaes ^ 
certifie que ce qui suit est extrait du procès-yerbal de la sëanee 

du lundi 10 février 1817. 

% 

m 
• t 

• r . 

Le mémoire de M. BtSrarJ , donf facadëmle nctifs a cliargë^ , M. 
Poinsot et. moi > de lui* rendre coihpte^ a pour objet de trouver, 
par un procède plus sfrople que ceux dont on a fait usage lusqu^è-* 
présent y la valeur approchée d'une intégrale dont la fonction dëriviée 
et les llmUes-soôt données. Oti sait ^u'il faut^ pour cela, substituer 
à cette fonction dérivée une expression de la forme 

eti X représente la variable indépendante* On détermine ensufte lé»* 
coelHcIens a, 6^ c^ ^, ...... de manière qne les. valeurs de cette' 

expression et de la fonction^ dérivée , correspox;idantes ii des valeurs 
ëquidîstantes de x j en nombre égal à celui des coe^oiens a , i^ 
^ y ^,«M.. soient Fespectl veinent égales» Substituant enfin cc^ valeur» 
dans la fonction 

Tom. rill , n.^ ir , I .« octolre 1817^ «^7 
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/i+ï 

intégrale, de 

il ne s*agîra plus que de prendre la dlfFërence des valeurs de celia 
même intégrale qui répondent à celles de la variable « aux deioRip 
limites assignées. 

Ce calcul est assez court , quand les valeurs équidistantes de s 
sont en petit nombre ; mais , dès que le nombre en est un peu 
considérable , il devient tellement compliqué qu'on doit le regarder 
alors comme presque inexécutable^ M. Bérard s*est proposé de trouver 
la formule qui en résulte , sans être oLligé de faire le calcul. 

Pour y parvenir , M. Bérard remarque , en premier lieu , qu'cQ 
représentant par y^ , y, , r^i t— ..../,w, , y»-, • yn les valeurs de 
la fonction dérivée qui répondent aux valeurs équidistantes de x , 
rintégrale cherchée sej'çtune fonction de^^ , fi» J>>'^'J^#i-t> Yn^i t/n» 
dans laquelle ces quantités ne peuvent entrer qu'au premier degrés 
Il remarque , en second lieu ^ que celles de c^% quantités qui se 
trouvent également distantes des extrêmes doivent avoir les mêmes 
coefficiens ; de aorte que Tinté^rale qu'il s'agit d'obtenir peut êtrs 
^représentée pa.r 

• r 

>^Cro+n^+J?(r .+r— • )+^(r ,+j'«- ,)+.«.. 

et que , pour l'obtenir , il suiHt de déterminer A ^ B y C ^ ..... qui 
ne peuvent dépendre que du nombre des valeurs équidistantes de 
9 que l'on considère , et qui sont , par conséquetit des coeiBcîens 
tiumétiqueç qu'il suffit de .déterminer une fois pour toutes , rda* 
tivement à chaque valeur particulière de ce nombre* M« Bérard 
dènne , d^s son mémoire ^ une niéthode très^-simple pour parvenir 
\ cette détermination. Cette méthode conduit aux mêmes valeurs i 
pour les coeiHciens dont II s'agit | que la méthode de «ubstitutioii 
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et d'intclgration que nous venons d'indiquer. Il nous semble quèr 
Fauteur aurait fendu son - mëmoire pins -complet et plus clair en 
mettant cette identité de résultats des deux procédés mieux en 
évidence , et en la démontrant de manière à ne rien laisser à dé- 
4Vrer, C'est pourquoi nous croyons devoir expliquer ici sa méthode 
d'une manière un peu difTérente de celle qu'il a adoptée , afin que 
la démonstration naisse , pour ainsi d\W p du procédé môme que' 

nous aurons sujvi. 

Le' nombre des coelïiciens à déterminer est évidemment , 

a ■ 

quatiJ le nombre n des Intervalles* est pair*} et — — » quand il est Im- 

pair; tel est donc aussi le nombre des équations entre' ces coefE-^ 
cïisas qu'il faut obtenir pour les déterminerr- 

Prenons une courbe qui «oit un cas. particulier ^e l'équation' 

la fôrmufc 



• I 



en supposant' qu'on eût calculé les coefficlens ^ A ^ S ^ ^ j.... rcpré--^ 
senteralt rigoureusement Taire de cette courbe , entre les limites 
données \ d*où II suit quc^ si d*une part on calcule rigoureusement 
cette* aire y et que de l'autre on prenne les valeurs de y^ , 

j^i , y, , Xwi'i Xn^r 9 fa 9 correspondantes à cO cas particulier «« 

pour les substituer dans 



A(roTi^n)+sir^+rn^ ^)ri'C{y^^+Xn^^)+ 



9f90 



et égaler lis* résultat à la valeur trouvée^ pour l'aire ,• on* aura^ une* 
équation du premier degré^ exactement satisfaite par les valeurs 
de A ^ Bf C f ,».., ' '^ 

En prenant une autre^ courbe , dont l'équation soit aussi rep fermée^ 
comme- cas particulier dans^ l'équation^ 
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et en répétant les mêmes opérations , on trouvera de même une 
a«^^ équation du premier degré , entre A ^ B , C ^ ..•.. En prenant 
donc successivement autant de cas particuliers qu'il y a d'unités daaê 

n+1 n+i , - ... 

— —ou -r— ^ suivant que n est pair ou impair, on aura autant 

d'équations du premier degré entre A ^ B ^ Ci qu'il y a de 

ces inconnues } et leur détermination ne souffrira plus aucune dif- 
ficulté (*). 



iVWHMiP 



i*) Pourvu cependant que. ces équations ne rentrent point , en tout ou en 
partie i les unes dans les autres , comme il pourrait fort bien arriver | si bs 
cas particuliers devant servir à dAerminer les relations entre les coeffipeni A^ 
By C^.If, n'ëtaient pas choisis^ d'aae manière convenable. 

Pour en donner uo cjLeinple , supposons n:=^H y la formule générale deviendra 

/yàx=J(y,+y^)-{-S(y,+yi)+Cx^ ; (K) 

de sorte -que trois cas particuliers seront néceMaircs pour déterminer kl ^coefficienit 
Or, le motif de la simplicité des calculs semble invitera prendre | pour cei 
pas particuliers , les e'quations , • 

y;=X , ycxx^ , J^ = f' • 

En supposant que o et i sont Ips limites de (intégrale 4€m|Qdée , 09 lic^a 4ff 
iâ respectivement 



rc=o 1 ro=o ; yo=o 



> 



-* 1 



/4 — « » /4""i« > 7 4 — #4.» 



et par auiie 
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n est évident- qae , tant qu'on aura pri$ , pour chaque cas 
particulier ^ une valeur de f comprise dans T.équailon 

<:'esi-&-dire ^ une fonction rationnelle entière de x y dont le degré 

ne passe pas n y on trouvera , pour A , B y C , , les roèmes 

iraleurs que par le procède ordinaire , décrit au commencen[ïent 









• 
9 






r.= 



«4 • 



Les marnes équations donneront 

* 
/yix=s/j[is=z{x* , fyissi/jc'àx^s'-x* , /yàxçs/x*àxsi\x* i 

gui I pris c;ntre les Kmîtes o et i » deviendront 

eubstîiaant toutes ces valeurs dans ia formule (S^) , on aura f pour déterminer 
AjB^ C j les trois équations 



\ 






4 



* • 



16 



e'esl-à-4ire , 



M-f" 3^4- ^assi ; 

34.4+155+6^=8 , 



(0 
(3) 



Or I en prenant le quart de la différence entre lés équations (2^3), on tombt 
>ur rëquniion (i) ; d'oU il résulte que ces équations sont insuffisantes pour dé:: 
terminer ^ , j5 , C, J. D. G, 
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de ce rapport (*) ; et , comme ces valeurs sont uniques , W est ciaïr 
que , quels que soient les cas particuliers qu'on choisisse , on arrl^ 
vera toujours identiquement aux mêmes résultats. C'est ce que M^ 
Bérard ne parait pas avoir remarqué ; car , après avoir expliqué 
quels sont lea ca» particuliers qu'il a choisis y et qu'il nomme courtes 
d'expérience r ce géomètre ajoute :: 

« Tout autre système de courbes d'expérience fournirait d^ 
» formules différentes , qui seraient toujours moins simples , qui 
» exigeraient une élimination plus laborieuse , et qui , en général p^ 
» seraient moins exactes » (^^)- 



(*) Or , comme le procédé de M'. Kramp revient au fond au* procédé or-^ 
dinaire , il en résulte que sei résultats ne devraient aucunement différer de* 
ceuz de M. Bérard. Puis donc que la formule (F| «) de ce géomètre (Annales , 
tom. VII, pag. xio ) diffère de la formule (lUil) àé M. Kramp (Annales ^ 
tom. TI , pag. 377 } ; on- est forcé d'en conclure que Tune des deux | au* 
moins , a été inexactement calculée». 

Or 9 d'après la vérification faite récemment par M» Sérvoîs | la formulé de 
M* Bérard paratr exacte; et la même chose a aussi été attestée par un autre 
'.géomètre ^e 1a> Qipjtale, qui ne ê'èu pat nommé $ mais qui paraît très-exercé 
dans CCS sortes de calculs , et qui a vérifié la totalité des formules. 

Il parait donc hors de doute que Terreur tombe sur la formule de H« 
Kramp , ce qui a d'autant plus lieu, de surprendre que M. Bérard est: prlvé* 
de la vue». 

J'ai dit , à la vérité ( tom. VII , pag, 246 ) , que la formule de M. Bérard 
pouvait être- exacte , sans que celle de M. Kramp fût fausse ; mhîs j'entendais 
seulement parler alors des formules d'intVgratîon ««i |ç(^éral ; et les méthodes 
de ces deux gëemètres ne m'étaient plus assez présente pour ^e je pusse 
juger qu'elles ne différaient uniqaement que par la frrnie.. 

(**) J'avoue que je ne compreuds pas y et je crois même ne pouvoir jamais 
comprendre» comment une formule approximative de quadrature 1 fondée sur 
^ l'interpolation , pourrait » en général , être plus* exacte qu'une autre : cela re- 
viendrait , en effet , k dire qu'en gënëral les courhcs affectent plutôt telle forpie 
que telle autre , ce que personne-, je pense , n'oserait sérieusement soutenir. 

Deux formules de quadrature ne sauraient différer que parce qu'elles supposent 
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- Cela n'est vrai que dans le cas où Ton prendrait , pour la valeur 
Jiefp une fonction rationnelle entière de x ^ d'un .degrë plus ëlevë 
^ue le nombre 71 des intervalles ; parce .qu'alors .cette valeur de y 
De serait plus comprise dans la forn^iule 

.dont on est parti pour établir que la valeur .de Tlntégrale est m- 
présentée par 

^(y«-+:yB)+»(r.+r«-,)+^(r.+r«-»)+ ? 



oit A , B , C 9 ont toujours les mêmes valeurs , quelles que 

' soient celles de a , b , c , .••.• i. 

Mais II existe une Infinité de fonctions rationnelles de s , dont 
le degré ne passe pas le nombre /i , qui peuvent également servir, 
fit qui donneront toutes identiquement le même résultat. 

Ce passage du mémoire de M. Bérard .dojt donc ^tre modifié 
Ml II aurait dû se borner à dire que les équations paraboliques nio- 
nomes de degrés pairs , dont il se sert pour trouver les formules 
. .qu'il cherche^ sont les plus commodes à employer dans la pra- 
tique (*), 

Cette observation ne fait rien , au reste ^ % rutilllé qu^on pevt 

retirer du mémoire de Mt Bérard et dés foruiules toutes calculées 

qu'il contient 9 pour des jnombres d'intervalles égaux à i , a , 3 » 

' A t ^ 9 ^ 9 ^ 9 12 et 24* Nous pensons, en conséquence, que ce 

travsiil mérite rapprobation .de Tacadémie , et qu'il serait à désirer 

que lea courbes à quarrer sont différentes ; mais !I est clair qu'alors on peut 
toujours trouver tant de courbes qu'on voudra qui ressemblent davantage à Tune 
quelconque de ces dewuU qu'elles ne ressemblent k Tauire» 

(*) M, Bënurd aurait dû ajouter aussi que, dans le cas de n impair, il Tallait 
prendre pour courbes d'expérience les courbes paraboliques monômes de degrés 
impÂrs* Il ne se serait pas attiré ainsi , de la part de M. Kramp , le reproche 
ji*avo)r ckmnè un^ méthode qui ne s'applique qu'aux valeurs paires du nombre H^ , 



J 

J 
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qu'il fût publie , et qu'on fit connaîire cette mëthode , qui csC sus- 
ceptible d'uiires applications , dans les ouvragée élémentaires (*)* 

Signés , à la minute , PoiNSOT ; Ampère , rapporteur. 
L'académie approuve le rapport et en adopte les conclusions. 
Certifié conforme à roriginal. 

Le secrétaire perpétuel , chevalier des ordres royaux de St-Mlchel 
et de la légion d'honnenr, DelAiobrc. 



(*) Je crois nécessaire de répéter ici ce que j'ai dit ailleurs : c'est que ^ 
quelques précieuses que soient les méthodes de MM«- Kramp et Berard, elles 
laissent encore à désirer néanmoins un perfeclionnemenl d'une haute importances 
Aujourd'hui | en effet , une méthode d'approximation ne saurait être réputée 
parfaite qu'autant qu'elle est susceptible d'Indiquer , par elle-même , Te degré' 
d'approximation qu'on en peut certainement attendre ; c'èst-à-dire , qu'autant 
qu'elle donne } pour la quantité cherchée , deux valeurs , Tune trop grande 
et l'autre trop petite , entre lesquelles conséquemment la véritable se trouve 
nécessairement comprise , et dont 9 par suite y la différence donne la limite de 
l'erreur que l'on peut commettre» Or ^ on ne voit rien de semblable dans l'es 
méthodes dont il' est question ici. 

Je regarde cette condition comme telFement essentielle qae ,»poaT mon usage 9 
\e préférerais recourir , suivant la première idée de M. Kramp , à la méthode 9 
beaucoup moins rapide d'aiUeurs , des rectangles inscrits et circonscrits ; bien 
entendu qu'il faudrait alors partager l'aire à quarrer en parties | telles qu'entre 
Its limites de chacune d'elles les ordonnées fussent constamment croissantes ou 
constamment décroissantes. 

Je terminerai en plaçant ici un errata ponr le mémoire publié par M«- Bé— 
rard* à la puge lor du VII.« volume de ce recueil 1 et auquel le présent 
rapport est relatif» 

Pag. xoa , ligne a3— +Dx»; Usez: -f-Dx^. 

Page io3| ligne 2.>"* cherchées ; lisez i calculées. 

Page 106, ligne a — yt==y,=±:Jf ; /wxr; y,=y,=if-. 
ligne 7 — =5-4 ; lisez : =S.9>.-4. 
Ifgne 17 — ^C; lisez : ^C. 

Page 108, ligne ax— — allf; lisez : +2M. 

Page 112; ligne i»^qpe, $1 liiez : que si. 

X D. g: 

GÉOMÉTRIE 
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GEOMETRIE TR ANSCEN DANTE. 

De la LoxoDROMiB , sur une surface de résolution ^ 
et ; en particulier ^ sur un sphéroïde elliptique l 

Far M. GERGONNEt 



vJn a appelë Loxodromie (*) la courbe qui coupe 4ous les mëndieu» 
d'une surface quelconque de révolution sous un même angle donné* 
Le problème de la recherche de cette courbe est ^ comme Ton voif ; 
un cas particulier du problème général des trajectoires aux fonction» 
égales. Je vais d'abord le traiter pour une surface de révolution 
quelconque : je considérerai ensuite ^ en particulier , le cas où cette 
surface est celle d'un sphéroïde ell!piiqu«. 

I« En supposant les coordonnées rectangulaires ^ et prenant Taxe 
des z pour axe de révolution ^ toutes les surfaces de révolutioD 
peuvent être comprise» dans réquation générale- 



^ « 

(*) De V(«r (oblique) et ifif^*f (course ).U suivrait de U que toote courOr 
tracée au hasard sur une surface pourrait être appelée Loxodromie ; ce qu j 
montre combien la connaissance des itymologies est loin de pouvo» supplée^ 
ï«* ^tjinitions. 



/ 
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/ désignant une fonction quelconque , dont la (orme caractfiïsè » 
dans chaque cas particulier , la surface dont il s*aglt, 

GoQsidërons^ en particulier , sur cette surface p un point {pc^ ^y^ z^\ 
nous aurons d'abord , pour ce point • 

«'*+/*=/(*0- , 1 (0 

ï^ous aurons ensuite , en diiTërentîant > 

^*'= 1^ • d^; ' (^> ^J^'= -d7 • d? ' <'^ 

en conséquence , l'ëqualion du plan tangent en ce point sera 

mais réquatlon du plan du mëridicn , pour ce même point , est 

le système de ces deux équations appartient donc à la tangente au 
méridien au point {x^ , y^ , z') ; de sorte qu'en éliminant successi- 
vement entre elles y—y^ et jr— j?^ , on pourra prendre pour les 
équations de celte tangente 



âffzf) 



OU encore» en vertu de Téquallon (i) 

< 



(6) 



j 
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Supposons pr^santement que le point {x^ ,^^, z') soU un de ceux 
. de la trajectoire cherchée '; les ëquations de la tangente à cette tra« 
jectoire en ce point seront de la forme 



les deux coeificlens dliFërentiels — - , ^ devant être dëtermînës 

par ces conditions , i.^ que cette tangente soit sur le plan tan- 
gent (4) ; ^•^ qu'elle fasse avec Taulre tangente (6) un angle constant 
que nous représenterons par #« * 

Pour exprimer que la première de ces deux conditions est sa- 
tisfaite ^ il ne s'agit que d'admettre que les équations (4t ?) ^^'^ 
lieu en même temps / ce qui donne , par rélimination de x-^s^ eC 
jr— y' f et la division par z — z' 

équation qui n*est , an surplus , que la dIfFérentielle de Inéquation (i) 
prise par rapport à z^. 

Quand à la seconde condition, elle se déduit de Tinspection Ats 
équations (4» ?) ^^ de la formule connue qui donne le cosinus de 
Vangle de deux droites. On obtient ainsi 



n-K^HlJil^f'^'^M^lVt^i 



OU encore 
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Si Cos.tt { 



^immm^a^mmmi^mmm^mammmmmmmm^mmmmtmf^ 



ou bien > en yerta des ë^uatlons (i , 8) 

■ ^ ' ■ i ■ ■ ■ s: Cos.O 

ou p en réduisant et multipliant par a ; 







ou enfin , en quarrant et chaskant le dénominateur 

La trajectoire cherchée sera donc déterminée par cette dernière 
équation , jointe aux équations (i , S]. 

IVIais présentement » que les coordonnées courantes ont totalement 
disparu , nous pouvons nous délivrer des accens ; en remplaçant w 

outre par f{z) le coefficient dilTérentiel --p- , nous aurons finijer 

ment, pour les équations du problème 
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• • • • 

* • 

■ «^+='r^=/». (Il) 

> • • • 

4/(x\Sin.«.+[//(z)]««4y(^).{( g y+(^ )'jCo8«- . (IH) 

La trajectoire cKerchëe devant être sur la surface de rëyolution , 
qui est supposée connue , cette trajectoire se trouvera tout-à-falt 
déterminée , si Ton connaît seulement sa projection sur le. plan des Xy, 
On en obtiendra l'équation différentielle en éliminant m et dz entre 
les trois équations ci-dessus. L'élimination de ^àz entre les deux 
dernières donne 

s=:(;rd;r+^d^)»[/(x)]« , (IV) 

mais il est impossible d'éliminer J'{z) , tant qu'on ii*a pas statué 

sur la nature de la fonction y(z) ; du moins en se bornant à des 

équations du premier ordre. 

Il est facile de pressentir que cette équation doit se simplifier em 

passant wx coordonnées polaires. Soiont dona-r îe rayon j^ecteur 

0t / son inclinaison sur Taxe des ^; nous aurons 

- ' . . 

;rc=rCos./ , yssrSluJ j 

» 

d'où nous cDDclarons «uccessivemcnt 

dxsidrCosJ-^réiSinJ , . d/ssdr^nJ'-f rd/Cosi j 
4**+d^«ssdr»+r»d/», («d*+ydjr)*=sr*dr« ; 
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substituant donc dans l'équatioD (IV) , elle deTiendr» » toat«s i^ 
ductions faites y 

rd//(z) = dr.Tang.» \//irH-ifWl' 5 (V) 

S 

et l'équation polaire de la courbe sera le résaltat de réliminatîoii 
de z entre cette équation et l'équation 

i-=/(z) . (VI) 

Sortons présentement de ces généralités ^ et supposons que la sui^ 
face de révolution dont il s'agit est celle d'un sphéroïde elliptique, 
engendré par une ellipse dont les deux diamètres principaux sont 
aa et ai , dont le centre soit k l'origine et dont le diamètre 2a 
soit dans Taxe de révolution ; l'équation de ce sphéroïde sera 



*•+/•= zi (^'—^O i 



BOUS aurons donc Ici 



a» 
donc 



^^^ T. (^--^O î (VH) 



JÎ«)^(«*-«') , d'oik i>(r)=ï-ailz; (VH^ 



en conséquence» Tëqua^on (V) deviendra^ en réduisant 

— 2Vjcd/=sdr.Tang.#|/a4r^-f^'«z^ , 
quarrant et éliminant z au moyen de Téquation (Vil) , îl viendra enfio 



i»/^*«— r*)d/>=Tang.y(tf «^-i»>^+i*idr* ^ 
d\>& OB tira ... 
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équation sëparëe , qu'il s'agit présentement d'intëgrer. 

Pour faire dispa^Ure te radical du qurnérateiir , posons d*abord 

ce qui donnera , en quarrant et réduisant 
d*où on tirera 



r= *- 



(a«— ô*)*-^* ' 



donc 






(a»— *»)—«* 



« 

Substituant ces valeurs dans réquation (IX) « ç]le pourra étre.AÎse 
alors sous la forme 

ad/.Cos.«= ^^^ ^-^^^^ - 



posant ensuite x^^y d'où 2^ddr=dyj elle se réduira à 

Pour rendre celte dernière fonnule rationnelle 1 nous poserons 
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d'oJk CB qnanaat et lédnisut 
ce ffooL doDBe 



r 

V 




( _m i«\ w i^T^Vt^' 






_ » 



V'ur-C*ti>:(jr-C— ♦}^} =« [ jr-(*-*,»J= 



^= 



SvktifaaMl loQles ces maints &w la fôrarale CX) , cBe 




I * w ^ 



}{» ! » )» c* * ^ ^'i:C' 



M- ^^ 



^ deconpasHrt Sabord ia fitactioa ifâ compose k 






k^i '_« &'•»_» • # 
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— 3dACot.«= — ( ^ ' — ' > 



ce qui donne ^ en intégrant , 

ou encore 

Présentement, pour elTectuer Tintégration indiquée dans k dernier 
terme, sans tomber dans lès imaginaires, il est nécessaire de dis-* 
tinguer deux cas; sa\oir : celui où le sphéroïde est alongé et celui 
où il est aplati; c'est-à-dire» celui où Ton a ii>^, et celui oà 
Ton a, au contraire, a ^6. 

!•*' Cas. Sphéroïde alongé. Dans ce cas^ on a 




4v^o"— * 



! Arc.|Tang^zj^/g} ; 



b 

exi|orle que Flntégrale totale est , pour ce cas , 

® CI— «).(«+*)— 0»—*)«) 



iS^Arc.(T.„g.=z^--^); 
n.*** Cas. Sphéroïde aglati% Sans ce cas , «a a 
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b J l 



àz ^ li/'^SSlflî 



/i 



+ 






^ yjb+a'^z\/if'^a 

^n&û£te que r.ml(fgrale totalo est , pour ce cas , 

III."*« Cas. 5/>i^r^. Sî , dans Tune ou dans l'autre formule , on 
suppose â=^ y on aura le résultat qui convient à la sphère. Oa 

obtiendra ainsi 

* 

^— 3/Got.ii=Log. . 

Il np s'agît plus présenteroerit que de repasser de z\y ,"36 y^s 
et de ;p à r. On tire des relations prëcédemment établies 






♦• w- 



mais on a aussi 



^ r ' 



\. 



• 1 - • 

Substituant donc cette valeur dans celfe de z , elle deviendra telle 
qu'elle doit être «ibttitUM /i^is fm fy^JWk^f PJ?5jgc.fU'eUw d^vÎMapot 

* r * kl 
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le$ équations de pirojectlons de la loxodromie sur le plan de rëqi]a<- 
teur. 

La valeur de x devenant nulle lorsque aszh , ce qu! rend la va-* 
leur de z infinie et imaginaire ; il nous faut^ pour éviter cet inconvénient , 
reprendre en particulier le cas .de la sphère. JXous avons obtenu 
Féqùation différentielle générale 

W/.Cot.-= ^^V<'"-^')^'+^* . (IX) 



• • 



en y faisant de suite l^=a ^ elle devient^ toutes réductions faites^ 



- ^ air 

a/.Cot.«=: 



ce qui donne en intégrant 

/Cot.-.=;Log.i< ^-V^'-^' ^ 

r 

A étant une constante que Ton déterminera ;; en assujettissant I9 
courbe à passer par un point donné arbitrairement sur la sphère» 
Si Ton deinandaitr que la" courbe coupât tous les méridiens per* 

pendîculaîrement , on devrait avoir Cot,«=o ; Téqualion (IX) se 
réduirait donc k 

dr=o ^ d'où r=Constaniâ ; 

la projection de la loxodromie serait donc un cercle ayant son centre 
à l'origine ; cette loxodroinîc serait donc elle-même un parallèle 
quelconque» 

SI, au coutraîre> on supposait «=0, Téquatîon (IX) deviendrait 
Simplement 

d/=o , d'où i^=^Constun1e y. 

« 

la projection de la loxodromie serait donc une droite quelconque 



i36 QUESTION» 

passant par rorig'ine ; cette loxodromie fierait donc elle-même un 
zncridlcn quelconque. 

S! , dans cette m^me dquation (IX) , on suppose atsso , ce qui 
revient à supposer que le sphéroïde se réduit au plan de Téquateur ; 
elle deviendra simplement 

d/*Got.«=: — , d'où i^+/Cos,ii=Log.r ; 
équation de la spirale logarithmique , ainsi que cela doit é(re« 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

Démonstrations du théorème de géométrie énoncé à la 
page 38o du VIL^ volume de ce recueil; 

Par M. Frégier , ancien élève de Tëcole polytechnique , 
et M. Vbcten , ancien professeur de mathématiques 
spéciales. 



JL ilÉORÈME. La somrm des distancés des trois sommets de la 
face hypothénusale Sun tétraèdre inscrit à une sphère au plan d'un 
grand cercle quelconque est égale à la distance du sommet opposé 
du tétraèdre au plan du même grand cercle» 

M. Fréglcr , à qui Ton doit la découverte de ce curieux théor&me^ 
le démontre & peu près comme II suit : 
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Soit pris le centre de la sphère pour origioe des coordonnées 
rectangulaires , de telle sorte que ces coordonnëes soient respectivement 
parallèles aux trois arâtes de Tangle droit du tétraèdre. 

En dësignaât parr lo rayon de cette sphère , son équation sera 
ainsi 



Soient a ^ i f c les trois coordonnées da sommet de Tangle droit 
-du tétraèdre dont II s'agit , ce qui donnera 

«*+*H-^*=r» ; (2) 

les équations de ses arêtes , respectivement parallèles aux troi^ 
axes, seront "^ 

En combinant ces ëquatlons avec celle (x) de la. sphère et ayant 
égard a la condition (a) , on obtiendra » pour les équations dc^ troia 
sommets de la face hypothénusale 

le plan d*un grand éercle quelconque aura une équation de la forme 

Ax+By^Cz^o j (5} 

dans laquelle il sera d'ailleurs permis de supposer; 



\ 
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^.+J5«+C*=i • (6) 

En conséquence , si Ton représente par « , /s , y les perpendiculaires 
abaissées des trois sommets de la face hypoihrnusale sur le plan 
du grand cercle , et par p la perpendiculaire abaissée du sommet 
de l'angle droit sur le même plan , on aura 

1 

p^^+Aa'JfBb+Cc ; 



d'oCi II résulte ^ en effet > 



'•+#+y=;Ei 



M. Vecten , au contraire , prend pour axes des coordonnées les 
arêtes même de Tantale, droit du tétraèdre \ en conséquence » les 
deux démonstrations Tune géométrique et l'autre aUébrîque , qu il 
a données du théorème ^. reviennent au fond h ce qui suit; 

Soient 2.a j 2^, 2.C les trois ar(^tos de l'angle droit du tiMraèdrcî 
a j ù , c seront les coordonnées du centre de la sphère ; et l'équation 
du plan d'un grand cercle quelconque sera 

J(x-a)-t-B,y-i:+C(z^c) =0 . (i) 

QAM laquelle il sera permis de supposer 
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D'un autre côté les ëquatlons des trois sommets de la face ii}po-' 
tkénusaLs seront respectivement 

En désignant donc par m y /s , y les perpendiculaires abaissées de ces 
trois sommets sur le plan du grand cercle , et par p la perpendi- 
culaire abaissée sur le même plan du sommet de Tangle droit ^ 
tétraèdre , on aura 



(4) 



4 

» 

»= — AaSïh^Cc ; 

d'oà on ccodc^ora, comm^ ci-dessus; 

» 

Chemin faisant , M. Vecten a rencontré le tbéorlme suivant , que 
nous nous contenterons d'énoncer , en laissant au lecteur le plaisir 
d'en trouver la facile démonstration. 

THÉORÈME. Le point où se croisent les perpendiculaires abaissées 
des sommets de la face hypothènusale d*un tétraèdre rectangle sur 
les côtés opposés est aussi le pied de la perpendiculaire abaissée 
sur le plan de cette face du sommet opposé du tétraèdre. ^^ 

Il est entendu que , dans le premier théorème ^ le mot somme 
doit être pris algébriquemonU 



Uo QUESTIONS PROPOSEES. 



■M 



^ 



QUESTIONS PROPOSÉES 



Problème de Géométrie. 



m 

\Jh demande h quelle courbe appartient une suite indéfinie de 
points tellement situés sur un même plan , i.® que leurs ordonnées 
sont équidistantes ; a.^ que la droite menée de Târigine à chacun 
d'eux , et prolongée au-delà , retranche à Tordonnée de celui qui le 
suit immédiatement ^ à sa partie supérieure , une quantité constante {*) ? 



C^ CTest k peu près la coarbe que doit suivre le profil des gradins de 
Pamphîtéâtre d'une école publique , pour que chaque spectateur puisse aperce vul« 
le centre de la table où se font les démonstrations et expériences/ L'usage 
o& Von est de faire descendre ces gradins en ligne droite semblerait supposer 
que chaque spectateur a les jeoz placés au sommet de la tête. 
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; jiu Rédacteur des Annale» ; 

■ * 

Monsieur ^ 

• ■ > 

^iVous ne trouverez pas ïnâr$crMe y sans doute, la liberté que je 
prends de vous adresser q^uelques réclamalions touchant la comparaisoii 
que vous établissez {Annales^ tom. VII, pag. aSg et SaS ) entre 
les résultats de la géométrie pure , et ceux de la géométrie analiiique. 
L'impartialiré dont voiïs faites profession m*est un garant assuré 
que tout ce qui peut tendre i éclairer la partie philosophique de» 
sciences exactes doit , indépendamment de vos opinions personnelled* 
et de votre manière particulière d'envisager les choses , trouver u» 

' libre acc^s dans votre journal , principalement destiné , à ce qu*'it 
parait , à recueillir les discussions qui peuvent s'élever entre les^ 
géomètres sur l'estime relative que Ton doit accorder aux diverse» 
méthodes propres à agrandir le domaine de la science; 
' Tom. rni^n? r, !.•' noyemhre 1817. ao 



1^2 ^ DE L^ANALISE ALGÉBRIQUE 

• J/adfnIre , avec tous les amateurs de la belle analise^ la maniée 
ëlégante avec laquelle vous savez la faire ployer, sans eiTorts , aux 
quesilons les plus difficiles de la géométrie ; et j'aveue que je ne 
froùve rien Je plus ingénieux que' la marcKé à là fols no\ivetle% 
simple et rapide que vous proposez pour parvenir à leur ssolution 
graphique définitive. Jèpenafé que les ^xeiri|>les que l^ous.avez olFerts 
sont bien propres à faire connaître toutes la fécondité de Tanalise , 
et k la venger , en quelque sorte y des reproches qu'on ne se croit 
t[ue trop So*uvent eh. droit de lui faire } mais je ne saurais^ cependant 
admettre, sans .restriction , ceux que vous adressez, à votre tour ^ 
aux résultats auxquels conduit Tusage exblusif des considérations 

^ométriques. • 

Sr je ne me suls^ pas trompé sur le sens des réflexians qui pro- 
cèdent ou qui terminent les articles rappelés ci-dessus , Tanallse , ou 
plutôt la méthode des coordonnées ^ employée d'une manière con- 
venable , aurait l'avantage de conduire , pour la solution des pro- 
blèmes de géométrie , à des constructions bien supérieures , pour 
1 élégance et la simplicité , à celles que fournit la géométrie pure. 
£n supposant que , par ce mot de géométrie pure ^ vous vouliez 
entendre seulement celle des anciens ; c'est-à-dire , celle qu'ont 
cultivé les Eucllde » les Apollonius , les Yiète ^ les Fermai , les 

, Viviâni , les Halley , etc. ; j'avouerai volontiers que , malgré Testiine 
qu'elle mérite , à plusieurs égards , je suis parfaitement d^accord 
avec vous. J'ajouterai même que je ne pensé pas qu'avec le secours 
seul de cette géométrie on puisse jamais parvenir à quelque chose 
de bien général. Or , on ne saurait douter qiie la généralité des 
solutions ne soit , le |)lus souvenî , la source de leur élégance et 

, de leur simplicité. 

Mais si, par géométrie pure, vous voulez entendre » en général» 
celle où l'on s'interdit simplement l'usage 'de la méthode des coor- 
données , ou même de toute espèce de calcul quelconque ^ui per-* 
mettrait de perdre momentanément de vue la figure dont on s'oc* 
cupe ; si par là vous voulez désigner cette géométrie.|' cultivée par 
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les mo4ierQ49., dans iaguelle , an imoyeQ des notlooi d^infinîment 
Hr^nds .et d'îaÇnjiQB^t petits , on pacv'ient à dëcoiivrir les relatioms 
qui existent eiifrci ies diverses parties' d'une figure supposée variable^ 
si vops voulez parler enfin de cette gëomëtrie qui consiste & chercher 
àât^ l^s l^ropriétës . do <réteQdue - k troi^ dimensions y la solution dès 
•problèflohes de la gëoroëtxie .'plane , pour repasser ensuite de cclieV 
ci à) ça. qui cfMiQçntô la- géométrie de Tespace ; ^e déclare franchet- 
ment que ,je nié saurais âdmellns avec: Vous, Mansieut ,' que celtp 
^oinétne ne puisse, donner / à la fols, des soliltlons aussi simples 
•et aussi élégantes que celles qu'on déduit du calcul. J'avoue même 
que j'iaclîne foftement ii penser que ; traitée 'à son tour d'une mai- 
«nière convenable « et moins restpein|e qu'on ne l'a ^ fait jusqu'ici^, 
elle peut fournir , par la vote d'itituïtîon qui lui est propre , efl 
pour certaines da^és de problèmes , àes solutions «qui l'emporlenl 
de beaucoup sût celles qu'on dëduit de la géométrie analltlque V 
même dans T était de perfection auquel elle est aujourd'hui par^ 
Tenue. 

Je ne répéterai ;pa5, fen faveur de la géométrie pure, ce qu'en 
'ént;:dé/à' dit les fini gnands ' ^omètres ; j'esstaleral seuléthent , dans 
ce qui va suivre., de donner des exemples, particuliers , propres à 
confirmer et à justifier T-opinion que je me suis formée sur ee point» 
Il ne suffirait^pas ,- m effet , dans' cette •matière , de rapporter dQ» 
témoignages plus ou moins consacrée , ni même de simples raison^ 
net^etisi^ quHqts^ s«lif}eS qu'ils pussent d'ailleurs paraître / mais it 
fau^/en- qtfei'qui» sorte/dës preuves de fait», des preuves expéri- 
mentales., "^ul pijris^ni entrer en parallèle , pour Télégance des ré- 
sultats/ âvefe celles que vous avei& vous-miéme offertes en fe^ecrr ^ 
la mëlbode^des coordonnées. : . . .1 - . ) 

Je.iie^ pvébelids pas; an surplus , que k géométrie rbtfoni^ire 4Î( 

rtmjdurs «l^ivantage ïur Tanalise y ni qu'oïl doive ctiMtan^nAent 1» 

préférer ik dette deiçnlère^, d^hs les recherches' purement géométriques^ 

Je pense , au contraire , avec M. Dupin ( Dé9eloppemens degiomiirie^r 

*-!.'? pa^tié^ )^g; >S8 )>^que chàctitie de. ^es^ de» «»ek«i«»^ « des 
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moyens qui lui sont propres , et qu'on ne pourrait , sans cm grana 
préjudice pour l'avancen^ent ée la science » cultiver Tune ou l^âotf4 
d'une manière trop exclusive. J'ajouterai même qu'il trie parait qi/ob 
ne saurait trop s'efforcer de les élever , pour ainsi dire , de front '^ 
h ia même hauteur ; en employant les principes généraux de Tanalisè 
h donner aux résultats de la géométfie toule Textensîon qui leur 
•manque d'ordinaire , et qui appartient cssefltieUcmeM à ceux de U 
:première ; et en se servant réciproquement, dans celle-ci , des consb* 
dératlons de la géométrie , soit pour simplifier l'état de la question^ 
en la ramenant à des circonstances particulières plus facilement ac- 
xesçibles » soit pour faire le choix . d'inconnues le plus cohvenable , 
,soîl enfin pour interpréter et pour développer les conséquences géo^ 
métriques des résultats de ses^ calcubv . ' ' 

J'ai tout lieu de croire ^ Monsieur / que vous souscrirez volontiers 
}l ces dernières réflexions , et'que vôuft les trouverez toot-à-faii eoaforraes 
•à. vos.ip^opves idées sur la géom.^trie pure et s^pr la géométrie anat- 
litique. Je crois du moins en avoir pour preuve un grand nombre 
•d'articles quis yoxis avez fom^nia à votre recueiji rpëi:io!diqU^ ». et no- 
tamment le dernier des artipLes déjà cirés » où vous faites ustigO' de 
considérations géométriques préliminaires , pour simplifier la que&iion, 
.en remarquant qu'une construction qui.peut s'effeclùe^ avec la^iiègle, 
pbuf l'une quelconque 4^ sections co^iq^e^^,. e^t par là mèfliA* iiir 
distinctement appllcabler à toutes les autres. . .: t' * •. * ^ 

Apriès, <:et^.. espèce d'explici^on qçii çci'a ^ïtrq îiidibp6Bsable*fimir 
bien faire connaîtra ipes idé^s . et, Tintenlion qui in*ailiii^,t)e pasae 
aux exemples que j'ai promis d'ofiTrir^ pn> faveiit de la.gébméine 
j^^ure* 3fi me. bçrnei'ai.^ simpleioent à dpoiier les cbn^truolîpns , sans 
entrer dans aucun détail sur les raisoi)i>eni^ns qui y [onX\omàmX et 
q^li^çMv^nfc servir. à les: justî£c,r;; v^^ ré^erf^nVdtifmK coondlre, 
4ai^ 4Ane,0utre op<Sa$ioi|^Ji^s .principes .:ti|éefîques.9ur;losqueb ces 
constructions reposant; princ^es dont le^ développement .eioèderatt 
.n^ces^^iremexvt le» bornes d'une ^un pie 4eHre. 
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Vcnabfe que c'est prëcîsëment , Monsieur , le problème général dont 
-vous avez traîtë le cas le (il lis simple à la J)age SaS de votre VU.* 
volume. 11 convient, au surplus , de prévenir qu'il y a t)rès de 
^srtré ans que f eh aï découvert la solution que j'en vais donner. 
■J'étais alors prîsonhîer' en Russie v et, dès niori retour eri France, 
^e * xri'emptessai de. là rcrrntniirtiqùer à'MM. Français et Servnis , 
auteurs de '^tusîcurs mémoires ffè^-réinarquâMes ,i'insérës dans lej 
•Annhies.' ' • ^^ ''^'^-''- ^\ S \ > > t . r^ ^ ^ '' -'^ • ' 

PHÔBlÈME-f.^ A \urit'^âiïàyr eoi^^ue ioAnSe\' et ttùcie. sut 
un plan , inscrire un polygone iih"^ sô)iith^ 'dbht les àStés, ptd^ 
longés s'^4ê fau(i passant tesf^ciiçemèbO par ah inétnê^ nombre 
de points donnés , placés arbitrairement sur le mime plan ; en ne 
faisant usage ^e de ^^hi, règle j3êMlâment,?''''-i 

PROBLÈME il. A une section conique donnée , et tracée sur 

M plan 9 circonscrire ^ un polygone de xsl côtés ^ dont les . sommets 

s'âppai^itt'Ve^pèâifèm'énf^sû^^ im mmi nombre de droites données. 

fratèes athîttdifemenf Jùr'^'d ftaiï \ % ne faisant ^ùsage ^uk de 
Ta nèli^- s'eulemkht ?-- ^ .' ^nn.. ^ •min: .-. t^ i-n--.;-- •- 

Je téWïxi- Us étiiincéè de c'cS'ffeux problèmes , parce qùe^, tien 
qu'Hs'siiîeiit' d'ùrie nàtUrè 'différàbtt , ifîètt «li'est plus 'faèilè ^ cbjiùie 



) 




-• Ctf>>r«blèteein<»i6i^«<> M^i^'ffiibë'ttôiKèi^ ^éîMÏ^f'à'comj^êU 
«MfmieUkfiërit •le':^eu'dt<lj^rtîè9'dTstifaci'es ;' l'ùB^ «^p^artenanTi''fa 
géomittiùf^ d^ ^têë8'm\;\A'ié\te fi«ï>'èn6àht' 'iînipittent 'de'ïa l^r 
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sentent' sépàréméht ; 01^ ôbtietit ainsi tjuatre arrangemens possibles 
de dnq leitr<^s , poiir chacune de ces circonférences ; d'où il suit 
mie le nombre total dé ces dirers arrangemens est 3.4= 1 2* Pour 
lei [distinguer les uns des autres, on pourra les écrire > à leur tour, 
sur autant de circonférences particulières. En coatînuant ainsi ^ de 
proche en proche , on parviendra enfin k obtenir tous les arrange^ 
nkens possibles et di(Fék*ens qui correspondent aux 77^ points donnés'; 
et l'on Voit bien que leur nombre sera, en général 3.4*5v-»«(/''*-^i)t 
ainsi que nous l'avions annfoncé. ' ' . ' ; ^ 

' Rien n'est plus facile qile de èoncevoîr l*tisage qu*6n pourra* faire ' 
-de cet espèce de tableau artificiel; Supposons , par exétriplti > que! Ttiti 
considère , en pârAcurier; un arrài^gemënt'W^...:.y*;'eri 'se rèpor^nt 
à la figure du problème , cela 'signifiera '^u'én faisant passer pdr n 
le premier côté du polygone à construire , le second devra passer 
par J , le troisième par c^ te quatrième par ^'/ct ainsi de suite, 
et enfin le dernier par f. 

C'est donc ce polygone partlculiet , difFérettt de lotisses ^uAres ; 
quant h l'arrangement des ' côtés relatif aux points àoïùiés ; qù^il 
s'agira de construire , par là géomélrîe ordinaire , ide tiélle^ dorîe 
qu'il sbit }nscrit \ la section conique donhée. Le problème général 
qui nous occupe /ainsi particularisé pourra donc s*éttoncer de la 
manière suivarite ; ' . * ' ^, ;^ ^ \ *' '^I ;^ 

Proilème. A une section conique donnée, et décrite ^ur un planf 
inscrire un polygone de m sommets. ^ dont' les côtés ,. prolongés s^ 
le faut, passent respectivement, et dans un ordre assigné , par au^ 
tant de points situés arbitrairenient sur le plàii ^ont il k'agit ; en 
ne faisant usage que'deja règle, seulement ?/ ' '. ', 

Je .donnerai de ce problème deux solutions , Tune et 1 autre en« 
tièrement géométriques ^ et .assez remarquâmes , ce. me senj>le ^ par 
leur simplicité et' leur- généralité/ Dans la première ^ je cooim^ncerat 
par examiner les èas particulrers du triangle .et du quadrilatère; et 
V)^indiquèrai ensuite Tes constructions à eiFectùer ^' |)oyr ramener la 
ablution Au cas gén'éral à celle de ^ces derniers. ^ ^ '^ 
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deux premiers points p ^ p' y et par les deux derniers p^^ , P**^ % 
deux droites indéfinies se coupant en q. Menez ^ par ^ et ^ y une 
sécante coupant de nouveau la courbe en r. Menez enfin ra ^ re ^ 
coupant respectivement les deux droites indéfinies en P , P\ Alors 
menant PP^ . chacune des intersections de cette dernière droite avec 
la courbe pourra être prise pour le sommet cherché. 

4. Pour dts points donnés , au nombre de plus de quatre. Ins- 
crivez , à volonté, à la section conicjue , une portion de polygone 
d*autant de côtés qu*il y a de points donnés , dont les côtés passent 
respectivement par ces points. Soient traités quatre côtés consécutifs 
quelconques de * cette portion de polygone comme il a été dit de 
la portion de polygone clle*méme , dans le cas précédent. On ob-- 
tiendra ainsi deux points P , P^ En les substituant à ceux par 
lesquels passaient les quatre côtés consécutifs , on se trouvera avoir 
en tout dpiiv points de moins qu'auparavant. En continuant ainsi 
de diminuer de deux unités le nombre des points donnés , tant 
qu'ils se trouveront au nombre de plus de trois , on arrivera enfin 
\ n'avoir plus que deux on trois points , que Ton traitera comme 
il a été dit au premier ou au second cas. 

Deuxième solution directe. 

Le nomhre des points donnés étant quelconque. Inscrivez , \ 
volonté et successivement , à la section conique trois portions de 
• polygones d'autant de côtés qu'il ^ a de points donnés , dont les 
côtés pa.s^ent respectivement par ces points. Soient a y a^ , a*^ les 
premières extrémités de ces portions de polygones ^ ^\ k y hf y Id^ 
les dernières^ respectivement. Soient considérés ces six points comme 
les sommets d'un hexagone inscrit à la section conique^ ayant pour 
sommets opposés ^ et A: , û^ et A^ , a^' et ^ ; les trois points de 
concours de st% côtés opposés seront , comme Ton sait y sur une 
môme droite ; et cette droite coupera la section conique en deux 
points dont chacun pourra être pris pour^ le sommet cherché. 
Tom. VnU ai 
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Quelque incontestable que soit la supérioritë de cette seconde 

solution y sous le rapport de la gënëralité et de la symétrie ; nous 
croyons cependant devoir observer que , lorsque les points donnés 
sont peu nombreux , l'autre semble lui être préférable , sous le 
rapport de la simplicité , attendu qu'elle exige le tracé d'un moindre 
nombre de lignes. 

Toutes ces constructions ayant une partie arbitraire , on peut 
profiter de ce qu'elles présentent d'indéterminé pour les rendre plus 
simples. On peut , par exemple y faire passer Tun des côtés extrêmes 
de la portion de polygone par les deux premiers ou les deux derniers 
des points donnés. Ce côté comptera alors pour deux , et l'extrémité 
de la portion de polygone pourra être indistinctement supposée à 
Tune ou à Tautre de ses extrémités. En appliquant cette remarque 
au cas du triangle , dans la première solution ; on aura deux ma- 
nière$ de déterminer le point P' sur la polaire de /^^ Ou pourra 
donc se dispenser de construire cette polaire , et la recherche du 
sommet inconnu se réduira ainsi au tracé de niuf lignes droites 
seulement. 

On voit , par ce qui précède y que ^ pour un ordre de succession 
quelconque des points donnés , le problème peut avoir deux so- 
lutions au plus. Puis donc que nous avons trouvé d'ailleurs que 

ces difFérens ordres étaient au nombre de 3.4-5 (/7i— i) ; Il s'ensuit 

que le nombre des solutions sera au plus 1.2.3 (/7?—- 1). 

Quoique nous ayons annoncé que nous n'insisterions pas sur le 
second des deux problèmes gidéraux que nous nous sommes pro- 
posé , à raison de l'extrême facilité avec laquelle U se ramène au 
premier ; nous ne pouvons cependant nous refuser au plaisir de faire 
connoitre une construction directe de ce problème tout-à*falt remar* 
quable par sa parfaite analogie avec celle que nous avons donnée 
en dernier lieu pour l'autre': la voici. 

Circonscrivez successivement et à volonté à la section conique 
trois portions de polygones d'autant de sommets qu'il y a de droites 
données j et dont les sommets soient respectivement sur ces droites^ 



^. 
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Soient a y a\ a^^ les premiers côtes de ces portions de polygones 
et ^ , y ^ Td' les derniers respectivement. Soient considérées ces six 
droites comme les côtés d'un hexagone circonscrit à la courbe , 
ayant pour ses côtés opposés a el k ^ af t\, hf y a'^ et Td' ; les trois 
diagonales joignant les sommets opposés de cet hexagone se cou- 
peront , comme Ton salt^ en un même point; et la polaire de ce 
point déterminera y par son Intersection avec la courbe^ deux poInt5 
dont chacun pourra être pris pour le point de contact de la courbe 
avec le polygone cherché. 

Parmi le grand nombre des cas particuliers que peuvent offrir 
nos deux problèmes, relativement à la situation des points ou des 
droites donnés ^ il en est deux qui sont trop remarquables y soit par 
les circonstances qu'ils présentent , soit par la simplicité de la so- 
lution qui leur est relative j pour que nous puissions nous permettre 
de les passer sous silence : ce sont celai où les points donnés sont 
en ligne droite , et celui où les droites données concourent en un 
même point. Proposons-nous donc ces deux problèmes : 

PROBLÈME L A une section conique donnée , inscrire un 
polygone de tant de sommets qu'on coudra , dont les côtés passent 
par un même nombre de points donnés y situés sur une même ligne 
droite , en ne faisant usage que de la règle seulement ? 

PROBLÈME IL A une section conique donnée , circonscrire 
un polygone de tant de côtés qu^on voudra , dont les sommets 
s^appuyent sur un même nombre de droites données , concourant 
tn un même point , en ne faisant usage que de la règle seur. 
lement ? 

Solution du premier problème. Inscrivez, 2^ volonté , \ la courbe^ 
une portion de polygone , dont les côtés passent respectivement par 
les points donnés. Le nombre de ces points pourra être pair ou 
impair. 

Le nombre des points donnés ëtant pair , si le polygone ne so 
referme pas de lui-même y le problème ne pourra être résolu ; et 
51 y au contraire y il de referme de lui-même y tout autre se refermera 
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également , et conséqiiemment lo problème sera susceptible d'un 
nombre indéfini de solutions. 

Le nombre des points donnés étant impair ^ la corde qui joindra 
les deux extrémités de la portion de polygone ira couper la droite 
unique qui contient les peints donnés en un point dont la polaire , 
par son intersection avec la courbe , déterminera deux points dont 
chacun pourra être pris pour le dernier sommet du polygone 
demandé. 

Soiuiîom du second prol/ème. Circonscrivez , k volonlë , à la 
courbe , une portion de polygone dont les sommets s'appuient res- 
pectivement sur les droites données. Le nombre Je ces droites 
pourra être pair ou impain 

Le nombre des droites données étant pair , si les deux côtés ex- 
trr>mes de la portion de polygone ne se confondent pas en un seul, 
le problème ne pourra être résolu ; et si , au contraire , ils coïn- 
cident de manière à fornier un polygone fermé , ce polygone , et 
tous les autres qu'on pourra cocstruire sous les mêmes conditions 
que celui-là , résoudront le problème i qui aura ainsi une infinité 
de solutions. 

Le nombre des droites données étant impair » la droite qtii joindra 
le point de concours des côtés extrêmes de la portion de polygone 
avec le point de concours des droites données , coupera la section 
conique en deux points dont chacun pourra être pris pour le point 
de contact de cette courbe avec le dernier côté du polygone 
cherché. 

Toutes les constructions précédemment indiquées sont principa- 
lement déduites de deux théorèmes généraux , dont nous nous bor- 
nerons y pour le présent , a faire connaître l'énoncé. 

THÉORÈME L Un polygone quelconque étant inscrit à une 

section conique \ si l'on trient à le faire varier de toutes les manières 

possibles , de manière cependant, qu'il rie cesse pas d'être inscrit 

à la courbe , et que tous ses côtés , excepté un seul , passent^fons-- 

tamment par des pôles fixes ; le côté libre sera , dans son mou-: 
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pementf perpiiueUement tangent à une autre section, conique y touchant 
la première en deux points. . . \ » > 

Dans le cas particulier où tous les pâles .fixes seront siiués\ sur 
nne même ligne droite , et en nombre impair , le càti libre tour^> 
nera constamment autour d'un point fixe situé sur cette droite. » 

THÉORÈME IL Un polygone quelconque étant circonscrit à^ 
une section conique ; si F on çient à le faire varier de toutes tes 
manières possibles , de manière cependant qu*il ne cesse pas d'être^ 
circonscrit à la courbe , et que tous ses sommets , excepté un seul , 
s'appuient constamment sur des droites fixes ; le sommes libre dé^ 
crira , dans son mouvement , une autre section conique , touchant 
la première en deux points. • . / . 

Dans le cas particulier où toutes les directrices , concourant en 
un mime point , sont en nombre impair y le sommet libre décrit 
une ligne droite qui concourt aussi en ce point. .' 

Je passe à l'aufrc exemple que j'ai promis 9. aa. commencement- 
^e cette lettre , en fayeur de la géométrie pure. 

PROBLÈME. Une section conique étant tracée sur un plan , 
et deux points étant donnés arbitrairement sur . ce plan , le pre^ 
mier sur le périmètre de la courbe et Vautre quelcoifque \ déterminer 
tant de points qu^on voudra d'une autre section conique qui ^ passant ^ 
par les deux points donnés , ait , au premier de ces points , un 
contact du troisième ordre avec la première y en ne faisant usage 
que de la règle seulement ? 

Solution. SoU P le point donné sur je périmètre de la courbe ', 
et soit Â Pautre point quelconque. 

Soit menée en P , à la section conique donnée ; une tangente 
indéfinie. Sôît menée la sécante PA , coupant de nouveau la courbe 
en Q. Par un autre point quelconque R de celle courbe , et par 
le point Q , soit raene> une sécante , rencontrant en S la tangente 
en ^P. MOhanI enfin PR 'et SA , cey deux droites Concourront en 
un point M , qui appartiendra à la courbe chercbée«'£a Yarîant 
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donc la position da point R sur la courbe donnée 7 on obtiendra 

tant de points M qu'on voudra de la courbe cherchée* 

Si le point A était Infiniment éloigné , auquel cas l'osculatrlce 
demandée devrait être une parabole ou une hyperbole ; la même 
construction subsisterait encore ; mais alors elle ne pourrait plus 
^'exécuter avec la règle seulement, 

SI , à la place du point A , on se donnait une tangente à Tos- 
culatrlce demandée ; la construction , un peu dlfTérente dans sa 
première partie , ne perdrait rien d'ailleurs de sa simplicité. U ne 
serait pas difficile , au surplus , de déduire de la précédente eons-« 
traction toute la théorie des osculations des sections coniques entre 
elles ^ mais ce n'est point ici le lieu. . 

Je crois , Monsieur y ces exemples sui&sans pour Vob)et que 
j'avais en vue. Mab , pour fixer encore Tattention d'une manière 
plus particulière ; je crois devoir observer que les problèmes que 
je viens de résoudre ne sont peut -être pas les plus difficiles de 
ceux que je suis parvenu II traiter par la géométrie pure , et sans 
le secours du calcul. Entre les divers exemples que j'en pourrais 
citer « )e me bornerai aux deux sulvans qui , à raison de Tintérét 
qu'ils présentent ^ semblent se recommander d'une manière plus 
spéciale. 

PROBLÈME. Deux sections coniques étant tracées sur un 
Tmhne plan y construire un polygone de tant de côtés tjiion voudra 
qui soit y à la fois , inscrit à Tune délies et circonscrit à Vautre , 
€a ne faisant usage que de la régie seulement ? 

PROBLÈME. En un point donné d*une sourie géométrique 
quelconque tracée sur un plan , mener une tangente à cette courbe p 
en ne faisant usage que de la règle seulement ? 

J'ai peine \ me persuader . que la géométrie analltlqiie puisse 
parvenir à des constructions générales ^ à la fois plus symétriques. 
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et plus simples que celles qui précèdent , à raisqn clu grand nombre 
des données qui doivent simultanément concourir à la détermina- 
tion des inconnues. Toutefois , Monsieur , après les exemples que 
TOUS avez. oiFerts aux articles déjà cités des Annales , il est peut-* 
être prudent de ne rien préjuger sur ce point. C'est la faute que 
j'avais moi-même commise avant de connaître vos solutions ; et cela 
prouve de nouveau qu'on ne doit jamais se bâter d'imputer à Ta^^ 
nallse des imperfections qui souvent sont uniquement le fait de ceux 
qui ne savent point en faire un usage oonrenable. 

Agréée, etc. ^ 

f 

Mets ; I« 18 d'octohi Z817J 
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Réflexions sur T article précédent ; 



Par M. Gergonne. 



Il y a environ dix-huit mois que , dans une séance publique d'une 
académie de Province , un homme d'un mérite très-distingué entreprit 
de consacrer un discours à Tapologie AtV exagération. Il observait, 
entre autres choses ^ que , dans un grand nombre de circonstances » 
il importe beaucoup moins de frapper juste que de frapper fort ; 
et II comparait très-ingénieusement l'exagérateur à Thomme qui , 
voulant redresser un bâton courbé en un sens, pense, avec raison, 
ne pouvoir parvenir à son but qu'en courbant ce bâton en sens 
inverse. 

Si donc , dans les articles rappelés ci-dessus par M. Poncelet ; 
j'avais dit fonnell^ioçnt qu'il fallait jibandonner tout-à-fait la géo- 
métrie pure pour s'occuper exclusivement de la géométrie aoali- 
tique , seule capable de fournir , dans les problèmes qui concernent 
l'étendue , des solutions à la fois élégantgs et simples ; tout ce 
qu'on pourrait équitablement en conclure , c'est que j'aurais bien 
mis à profit la doctrine de l'estimable académicien dont il vient 
d'{,fre question. 

J'entendais , en elFet , répéter sans cesse , comme une cho^ tout- 
Walt hors de doute , que , malgré les avantages qu'offrait la géo- 
métrie analitlque , sous le point de vue de la généralité et de l'uni- 
formité des procédés ; elle ne pouvait donner , pour la solution des 
* problèmes , des constructions comparables , pour l'élégance et la 

simpUcitë ,^ 
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Simplicité .1 \ celles dont les géomètres de Fantlq^ulté , et ceux d'entre 
les modernes qnl ont marché sur leurs traces ^ nous ont laissé de 
si beaux exemples ; et cependant je voyais plusieurs de ces pro- 
blèmes céder sans eiForts aux procédés du calcul ; je voyais ces 
procédés conduire à des constructions iocompâraBIement plus simples 
et plus élégantes que tout ce qu'on avait connu jusqu'alors. La 
géométrie analiliq.ue m'avait conduit, en particulier , pour la recherche 
du cercle qui en touche trois autres sur un plan et pour celle de 
la sphère qui en touche quatre autres dans l'espace, à des cons- 
tructions qui p indépendamment d*une merveilleuse simplicité , avaient 
âi la fois l'avantage de fournir une solution directe de ces problèmes^ 
et de contenir implicitement celle de tous les autres problèmes plus 
almples qui en forment communément le cortège ; tandis que depuis 
».Tièle et Feripaity Descartes et Newton jusqu'à ces derniers temps » 
où cçs mêmes problèmes ont été attaqués de tant de manières di- 
verses , tous les efforts des . géomètres n'avaient pu aboutir , en 
dernière analise^ qu'à les ramener ,• peu & peu , k une suite d^autres 
.problèmes de plus en plus simples^, mais dont la construction suc* 
.)Ces!9Jve ne pouvait que, rendre celle du problème principal longue 
et laborieuse > et conséquemment peu sûre dans la pratique. J'avais 
déduit enfin des menées procédé^ la construction du cercle tangent 
il trois autres sur une sphère ; problème que jusqu^alors personne 
encore n'avait osé aborder ; et Ton conviendra que , dans de telles 
' circonstances , j^aurais été un peu excusable de ne savoir pas me 

défendre de quelque eulhousiasme pour des méthodes* qui qie pa- 
raissaient si fécondes. ; et j'étais d'autant plus entraîné à Les 
recommander fortement à Taltention des géomètres que favais cra 
m'apercevoir que les constructions que j'en avais déduites n'avaîen( 
pas produit toute la sensation que j'attendais; et que même on était 
i;ncore revenu posjtérieurement su;* les problèmes que ces constructions 
Qoncement ; problèmes sur lesquels j'avais cru ne plus rien laisser 
î^ dire, , 

h» yétAti est pourtant ^ae [e ne croîs pas , dans tout ce que >ai 
Tofft* FIIL ' aa 
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écrit et publié sur ce sujet ^ avoir dépassé lesl)ornes prescrUea par 
la froide raison ^ cl avoir rien avancé que je doive aujourd'hui 
rélracler. 

Ce fut. vers 181,0, en Usant les Èlèmens d^anaîîse géométrique 
et danaUse algéhrique de M. Lhuilier , que je conçus la première 
idée' du nouveau tour qu'on pouvait faire prendre à la géométrie 
analitlquc. Je publiai ^ par forme d'exemple , les solutions de quel- 
ques problèmes, traités suivant le système que je m'étais formé à 
ce sujet ( Mémoires de t académie du Gard^ pour 1810) ; et j'annonçai 
dès-lors qu'il était possible de construire tous les' pVoblèmcs de 
y Apollonius Gallus de ViËTE , sans résoudre aucune équation ' du 
«ecônd degré, i . * ' • 

Environ quatre ans après j'adressai à l'académie * de' Turin un 
inémoire contenant la solution analltiquë complété des problèmes 
de Viète et de Fermât . relatifs à la détermination du cercle 'et de 
la sphère/ aïi moyen de trois où de quatre conditions. Je donnai 
"ensuite, dans le présent recueil ( tom, IV ) , la construction dix 
cercle qui. en touche trois autres sur une sphère'; -et enfin daAsIe 
tome Vil.* , Indépendamment du' problème que y^vaiis déji traité 
dans le. volume cité de l'académie du Gard , je 'dt)hrral quelques 
développemens a la première partie de mon mémoire à celle de 

uruu. 

Dans toutes ces diverses circonstances /je croîs avoir constamment 
professé la même doctrine ; et je n'ai découvert postérieurement au-» 
cun fait qui lui soit contraire. JVi dit/ et je répète encore aujour-* 
d*hui , qu'on n'a pas su tirer jusqu'ici de la géométrie analttlqûa 
tout le parti qu'elle semble susceptible d'offrir ; qu'on U calomnia 
lorsqu'on la regarde comme peu propre à fournir, pour les problèmes 
de géométrie, des' constructions dlmples et élégantes ; que la- faute 
parait en être presque uniquement à la manière dont on l'a eirl- 
ployée; et qu'en la' maniant avec* plus d'adresse, oh peut en de-» 
. dulre des constructions qui , si elles ne sont pas $upérleures*à celles 
do Ttincienno géométrie , paraissent do* moins ne devoir letÂf^rlen 



DÀN6 LA GÉOMÉTRIE. 169 

%éiet. en implicite et en élégamse* J*appuyai ces assertions par quel-* 
ques exemples ; elje xlcmanderal encore présentement aux géomètres^ 
je demanderai à M. Poncelet iui-mènie , s'il connaît , en parliculler^ 
pQur les problèmes de Viète et de Fermât quelques constructions 
plus directes, plus gënëralcs , plus élégantes et plus simples qu« 
oelles auxquelles on est directement conduit par la géométrie ana«* 
tîtique , employée de la manière que je conçois. 

<^ae je ne sois pas en état d'amener au même degré de simplicité 
tous les problèmes relatifs à Tétendue ; c*est là une chose dont je 
conviendrai sans peine ; tout ce dont je désire qu'on veuille bien 
me savoir quelque gré , et me tenir quelque compte , c'est d'avoir 
ouvert aux -spéculations de la géométrie une voie qui me parait 
tout-à-fult nouvelle , et de n'a\oIr rien négligé pour (déterminer 
de plus habiles que mol à s*y engager. Il n'est point surprenant,' 
au surplus , qu'en entrant seul dans une route que personne . n'a 
encore frayé , on chemine un peu lentement ; la géométrie anall- 
tique est d'ailleurs une invention très-récente ; et la manière dont 
je. propose de l'appliquer date pour ainsi* dire d'hier; peut -être 
lorsqu'on aura manié les formulçs de cette géométrie pendant autant 
de temps qu'il y en a que l'on contemple des cercles et des triangles; 
peut-être alprs , dis-je , y sera-t*on devenu un peu plus adroit. 

Si présentement on me deinande mon opinion sur la géomitrÎ4 
pure ^ jç demanderai à mon tour de faire une distinction. S'aglt-i( 
de la géométrie d'Archlmède , d'EuclIde , d'Apollonius , et de tous 
ceux d'entre, les modernes qui ^ comme Viviani, Halley , Viète et 
J^ergial» ont marehé sur leurs traces ? J'iavpoerai franchement , quel'^ 
que opinoQ qiie Ton poisse ^n prendre de moi , que je n'en suis pas 
l$B(housia9le. Que si, au contraire,. on veut parler de cette géofnétrie 
qui, née V pour ainsi dire, des méditations de rillustjre Monge» a 
/ait do si immenses progrès entre les mains à^ sts nombreux .dis^ 
pîples , on ipe trouvera toujours disposé à lui nsndre le plus .écla^ 
tant hommage , et à reconnaître qu'elle .nous a fait décoqvrir en 
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vingt années plus de propriétés de Tëtendae qu'on n'en atait pir 
découvrir dans les vingt siècles qui les avaient précédées^ 

Loin donc que je croie que Ton doive négliger la g^onîétne pura 
pour Tanalise ; Je pense , au contraire y avec M. Poncelet qu'on ne 
saurait trop s'appliquer à les cultiver l'une et Tautre avec un som 
égal ; mais je pense aussi que, s'il peut ètre^souvent util^ des'aider 
dans Tanalise des considérations que la géométrie peut fournir , et 
vice versé \ on n'en doit pas moins apporter tous ses soins ^ ti|*er 
de chacune de ces deux branches d'une même science tout le parti 
que y sans le secours de l'autre , elle peut être susceptible d'offrir. 
Je voudrais même , pour cette raison , que , dans la géométrie ^ on 
put toujours éluder l'usnge même des propositions ^ parce qu'elles 
ne sont au fond que des calculs déguisés. 

Quant a ce que M. Carnot a appelé méthodes mixtes^ dont il 
nous a offert lui-même tant de beaux exemples ,' je pense que ces 
méthodes peuvent souvent êtr£ employées avec avantage dans la 
démonstration de certains théorèmes ; et que c'est à clle$ , en par»* 
ticulier , qu^on dx>it avoir recours , Iprsqu'on veut résoudre , par le 
calcul , des problèmes de géométrie ; mais j'inclinerais à les regarder 
comme les nioins propres de toutes à faire trouver des constructions 
simples et élégantes. 

Au surplus y la nature des problèmes semble devoir influer d'unô 
manière notable sur tt choix des méthodes. I! arrive souvent ^ en 
eiTet , que telle méthode qui triomphe sans efforts de certain» pro- 
blèmes ,' échoue, au contraire I contre d*autres qui cèdent à Jeur 
tour facilement à des méthodes différentes; et i'art de pressentir & 
f avance, dans chaque cas particulier , de laquelle d'entre elles oa 
peut se promettre le phis de succès, n'est point la partie la motna 
importante' ni la moins, difficile de la ecience du géomètre. On doit 
Remarquer , au surplus , qu*il est certains problèmes qui semblent 
se montrer également rebelles à toutes les méthodes ; et tels sont ^ 
par exemple , celui' de l'inscriptioA de trois cercles* aa triangle et 
de quatre sphères au tétraèîdre» 
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Pour on yentr présentement à l'objet particulier de la Retire do 
M. Foncelêt , je' nî-einpre«se -de -Fecôtkiâître la supériorité de' ses 
méthodes et de déclarer que, sans oser aillrmer que la gëomëtrie 
analltîque ne .puisse ^pai^venlr îusquestljif U me parait au n^oins très- 
douteux qu^éllë puisse y atteijidre d'une manièfe' facile* On ne peut 
donc que faire des vœux pour que Tauleur, après avoir aussi vive- 
saent pjqué la curiosité des lecteurs , veuille bien cnHnr la satisfaire 
complètement , en faisant connaître Jes théories sur lesquelles fé-* 
posent"^ ses ingénieuses et élégantes constructions. On ^oit désirer, 
en outre i que M. Poncelet ne borne pomt là ses recherches ; et 
qu*il pousse Aus^l avant qu'elles, en seront ^ susc^ibl^s des sptfcula^f 
tions desquelles il a déjà obtenu un succès aussi remarquable^ 

De mon côté , je rie négirgerai aucune ces occasions que mes 
courts loisirs pourront m'ofFrir , pour multiplier les exemples du 
genre d'application de l'ap^I^e^ ^ 1^ .géj|>métrie que je cherche à 
faire prévaloir; et j'ose croire que la diversité da nos méthodes ne 
fera jamais naître d'autre rivalité entre nous que celle du zèle pQup 
TavÂncenfent de la science. * • -» * * 7 . ' . 
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Solution des deux prohîèmes de géométrie énoncés H 
la pa£;e J288 dut Vll.^ çoJume de ce recueil i 

r 

Pap M. X B. BuRRANDE , professeur de imathématîquef 

au collège ' d'Agde. , . 



jbjNOlfCÈS. /• Inscrire à un cercle décrit sûr une sphire un 
triangle sphirique dont les côtés passent par trois points donnés 
sur cette sphère ? 

IL Circonscrire à un cercle décrit sur une sphhre un triangle 
sphéri(jue dont les sommets soient situés sur trois arcs de grands 
cercles donnés sur cette sphère? 

Solution. I Soient menés , aux trois points donnes , des rayons 
qui perceront le plan du cercle donné en trois nouTeaux points. 

Par les méthodes enseignées ( fôrnV VII, pag. 3a5 ) , soit inscrit 
au cercle un triangle rectiligae dpnt les côtés passent par ces trois 
nouveaux points. 

En conduisant des arcs de grands cercles par les trois sommets 
de ce triangle , pris deux à deux ; ces arcs seront évidemment les 
côtés du triangle sphérique demandé. 

II« Les plans des grands cercle^ qui répondent aux trois arcs 
donnés coupent le plan du cercle donné suivant trois droites. 






Par les méthodes enseignées ( tom. VII , pag. 325 ) soit circonscrit 
fMJ^^^J^ jloAP.é.jux JUûwgle xgfitili^e .dcuit Jâf «xnmels 4!a|^uj^eAt 

sur ces trois droites. 

En conduisant , par les points de contact des côtés de ce triangle 
avec le cerf^i^danaë^; «dos -^^ de grandes cercksr tangenjSTà-of cercle , 
ces arc# îferotït èvideminônt res*" troï^ côléi' dii tfîatfgle.isphérîque 
demandé (*). 






(*} On peut au^si , d'aprèa Tobservatlon faite ( tom. IV , pag. 84 ) et cp 
qui a élé dit ( tom. VII , pag. SsS ) , construire directement les deux pro- 
t^èinef ^ur U spjhèra, fs^s.^zf)pl9|^er^*afitre jn^rgoo^^ 
fixe et .égaie ^ la diagonale dM Quarré' cqnstruit sur le rayon. ^ - 

Dé plua% puisque dVprès le précèdent mëmôire de M. r Sbcelet ( plg. ^4^) 
les i^roblèmes ^ukt^wx ddùt* ceuJ:*'fle l*enïlii)h'"'d{è'' wé^ iontf^qiy-'àel^àa f>al. 
tîculiera peuvent' ^gdle'mëilt %»èd'¥HoKil ^êWiS^ iëfielBenfV îl'WMAWt^à 
l'aide du même compas à ouverture fixe, on peut construire immédiatement 
-sur la: spUreir Jeia idcmrpfffbim^4««wai»s^^^^ -^ria ê oinoanoruD .'T 

as sommets qu'on voudra , ^0/1^ /«5 co/^jf passent respectivement par un mim9 
nombre de points ^ donnés sur cette sphère^ * ' 

Ih A un cercle doAné iur un't sfhm ^'"ctrcbnscr^rè\in^ foij^gm 
tant de côtés qi^on voudra » dont les sommets ^àpfuient sur un mimû nombre 
itares de grands ce^éUs^dàîinlk'suricetlè ^trr, '-0\\l 

J» D. G. 

• "«t.!» }"< '' •i««»'^»''< k^ î>»* '» i'i fil 
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QPl^^TIÇNS PROPOSEES. 



—Probltmes-^' Géoméirieh — 



a ■ * • 



1. iNictta* i titté iôrfttie cbnîqtfe donnée quelconque du second 
degré , jin ^ang|e poïyëcJre de tant d'ar^^^s qu'on 'yduâra , dont le» 
faces pàsseQjt^^re^ppcÛYeojçnt^^;^ un, pareil nombre de droites données.» 
coiu:Q4fÇ4n(; tQute^/^ii^ SQnvmft)49 lar s^rfaoe 4:onlque^? 

II. Circonscrire \l une surfisce eonique' donnée quelconqiio d« se-* 
éond' degré; 'bn ^ngle polyèdre de tant 'de faces qu*bn youdra, dont 
les arêtes s*appii!ent respectivement sur autant ^e plkns donnés^ 
«oacouçant iQ^^#^ .^591^51^1^ <e (^surface conjgue î 

Problème d Arithmétique^ . 

Quel est le plus petit nombre de poids nécessaire» pour faire 
tentes les pesées en nombre rond , depuis une jusqu'à m unités , 
€n accordant la faculté de placer des poids dans les deux bassine 
de la balance ? et quels sont ces poids ? 
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ASTRONOMIE. 

^Mémoire sur les occultations des étoiles Jixes par la 

lune ; 

Par M. le professeur Kramp » doyen de la faculté des 
sciences de Strasbourg , correspondant de l'académie 
des sciences ^ chevalier de l'Ordre royal de la légion 
d'honneur. 



MfROBLÈME L Soient S une étoile Jixe quelconque ( Hg. i ) ; 
SNN^ tare ie grand cercle dirigé de V étoile 9ers le point iéquînoxe 
du printemps. Soient de plus L , \à^ le centre de la lune , çu ', dans 
le même instant , par deux ohserpateurs , situés en deux points quel^ 
conques de la surface de la terre. On demande la relation générale 
entre les diverses quantités que ie problème donne lieu de considérer ?. 
3. Solution» Les quantités données du problème sont les demi-- 
diamètres de la lune et de la terre ; nous nommerons le premier 
i et le second c. Ensuite la distance du centre de la lune au centre 

de la terre ; nous la désignerons par B. Cela rend le demi-diamètre 

h e 

apparent de la lune égal à -^ ; et sa parallèle horizontale égale à — • 

De même que dans nos précédons mémoires , nous ne ferons aucun 
usage des parallaxes : nous y suppléerons par la considération des 
coordonnées. 

3. Il faudra fixer les trob axes rectangulaires ;; auxquels nouf 
7om. FUI , n."" VJ , i .« décembre 1 8; 7, a3 
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assignerons le centre de la terre pour point d'Intersection commun i 
et auxquels nous rapporterons tant le centre de la luoe (|ue lea deux 
points de la surface de la terre où les deux observateurs sont placés. 
En désignant par s f y ^ zlts coordonnées de l'un , et par x^ j y^ ,z^ 
les coordonnées de l'autre , nous supposerons Taxe des ;r dirigé du 
centre de la terre vers l'étoile ; l'axe des y sera perpendiculaire au 
précédent et dans le plan qui passe par l'équinoxe du printemps: 
l'axe des z sera perpendiculaire au plan des deu^ autres. 

4* Nous nommerons P^ Q^ R les coordonnées du centre de U 
lune, respectivement parallèles aux jr^ y,z,ei prises dans le même 
sens ; ce qui donne P*+Ç*+5*=B*. Comme , près de la con*» 
jonction, le quarré B* l'emporte beaucoup sur la somme Q'+^R', 
la différence S-^P sera presque nulle ; et , & plus forte raison , 

sera-t-il permis de faire Pssfi— -^— — . 

5. Le point S est infiniment éloigné de l'oeil ; ses coordonnées 
sont donc infiniment grandes ; ce qui nous empêche de les faire 
entrer dans le cajcuh A leur défaut , nous introduirons les angles 
que font les rayons visuels des deux observateurs avep les axes dd 
notre problème. Nous ferons , 

Four le premier observateur t 

Angle avec l'axe des /••••f.^»..*^;' ' 

Angle avec l'axe des 2 • • • r •••*•» • r $ 
Pour le second observateur , 

Angle avec Taxe des y^ ç^ ; 

Angle avec l'axe des z^ • • • • • r^ • 

6. Nous avons exposé , dans le tableau suivant , pour chacun 
des deux observateurs , les coordonnées des trois points par lesquels 
passe le rayon visuel ; savoir : 

i.^ Le lieu de Tobservateur ; 

9.^ Le centre de la lune ; 

3.^ Le )iea apparent de ce centre dans Tespaee» 
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!••' obsenraleur { S,QyB, a."»» observateur | ^, Q,R, 
nous aurons donc les quatre proportions 

d'o& il ràulte 

R^z^=rf{B—aO . 

7. En éliminant ici les coordonnées Q , Il in centre de la lonc, 
on formera deux nouvelles équations , auxquelles , pour en faire 
milieux ressortir la symétrie , nous donnerons la forme suiyante : 

Elles font connaître la relation entre le déplacement dé Fotisenra^ 
teur et celui du lieu apparent du centre de la lune; elles cod* 
tiennent ainsi la solution du problème. 

8. Elles deviennent beaucoup plus simples « si Ton suppose Futt 
des deux observateurs au centre même de la terre. Il en résulte ce 
genre d'occultation qu'k limitation de Féclipse géocentrique noU)s 
nommerons occultation géocentritiut* En plaçant au centre de fa 
tenre cehii des deux ^l qui se rapportent les lettres accentuées s*^^ 
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y' ^ z\ de même que ^^, r^ ; nous aurons â^^ssô y y^sso» z^=Ol 

et nos deux équations deyiendront 

9. Des trois axes principaux auxquels nous avons rapporté )us« 
qu'ici le lieu de Tobsenrateur , celui des jr était dirigé vers Tétoile 
elle-même ; celui des y , perpendiculaire à celui-là , était dirigé 
dans un plan passant par Téquinoxe du printemps ; et celui des x 
était perpendiculaire au plan des deux autres. Pour nous rapprocher 
du mouvement journalier de la terre ^ nous introduirons trois nou* 
veaux axes rectangulaires, ayant encore leur intersection commune 
au centre de la terre , afin d'y rapporter nos trois nouvelles variables , 
que nous désignerons par les lettres majuscules ^, Y^ Z. 

L'axe des X. sera dirigé vers le point d'équinoxe du printemps , 
intersection commune de l'équateur et de l'écliptique ; Taxe des Y 
sera mené dans le plan de l'équateur même ; et Taxe des Z aboutira à 
son pâle. Ainsi , le pian XY sera celui de l'équateur ; le plan YZ 
sera le colure des solstices ; et le plan XZ sera le colure des 
équinoxes« 

10. En prenant Forthoëdre kfWC/ ( fig. a ) comme le représentant 
du système des tro^s a^es rectangulaires que nous avons employés 
)usqu*ici ; on pourra prendre le pâté AfW pour le plan dn cercle 
qui va de l'étoile immédiatement au point XAries ; le troisième 
sommet C^ pour le pôle de ce plan ; et le sommet A^ pour le 
lieu de l'étoile. Prolongeant le côté A^B^ jusqu'ai^ point à*Aries ^ 
qui est ici désigné par A , et menant «sur la surface de la sphère 
Tare AB , faisant avec AA^B^ un angle égal à celui que fait l'é- 
quateur avec cet arc ^ le grand cercle dont AB fera partie pourra 
représenter l'équateur. Il ne restera plus qu'à prend;re l'arc AB égal 
à un quart de circonférence , et assigner la position du point G » 
pdle de cet arc, pour avoir, dans le nouvel orthoëdre ÂBC| la 



j 
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reprdsenlant du nouveau système de coordonnëes que nous avons 
désigné d'avance par les lettres majuscules X ^ Y, Z* 

II» Soit m l'arc ÂÂ^ y distance de Tëtoile au point d'équinoxe » 
au moment de l'observation ; et soit • l'angle que fait cet arc AA.^ 
avec réquaieur AB. Je choisis les lettres « et t , pour établir une 
sorte d'analogie entre la question actuelle , relative aux occultations 
d'étQÎles par la lune , et le problème des éclipses de soleil , que 
)'ai traité dans des mémoires auxquels celui-oi fait suite. Il est clair , 
au reste , qu'en désignant 

Par « l'ascension droite de l'étoile , 

Par $ sa déclinaison ; 

iGos.»=Cos.«Cos.i ; > 

Gos,t=:Sin.«G>t«i ; 

desquels on tirera 

Sin.l= Sin. «Sln.i # . . 

Tang.«:=Tang.«Cos.i . 

12. Menons des trois sommets de l'un des deux ortboSdres auK 
trois sommets de l'autre i des arcs de grands cercles qui ne sont pas 
exprimés dans la figure , mais qu'il est aisé d'imaginer. On aura 

AA^ss* ; Cos.BA'=Sin..Go9.< , Gos.CA''= Sin.«âin.f ; 

AB'=goO+« j Cos.6B^siCos.«Gos.i , Gôs.CB'=:Cos.«Co8.i , 

i3. On aura enfiA ptrar résultat les six égalités ^i sulrent» kl^ 
jqtteUfitf ren£erment la icflution du t>rob)ème qui nous çecup6| 

;r = +XCo3.«i4-YSm.«G)s.«+ZSin.«Sin.i i 
y^— XSin.«4-YCos,#iCos>+ZCos,«Sin,i . 

9 

^ réetpsoquemeaji. . . 
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X=s+4Cos«« — ySîn.# ^ — 

Y=:*f-xSin.«Cos.f-4-fCos.«iCos.f— *zSIn.i , 

Ce sont les mêmes formules qu'on a déjà tu paraître dans le 
Mémoire' sur les éclipses de soleil ( tom» VI , pag. 142 ). Seulement 
« et • désignent ici des angles un peu dilTërens. 

i4- L*angle que fait , dans un instant donné , le méridien d*un 
lieu avec le colure des éqoinoxes , est ce qu*on appelle ascension 
droite du milieu du ciel , ascension droite du méridien , angle 
horaire de Véquinose ; et comme , dans toute cette analise , l'un 
des deux côtés sera toujours le colnre des ëquinoxes , nous le nom- 
merons simplement angle horaire. Au moment du midi vrai , Tangle 
horaire sera donc égal à l'ascension droite du soleil. Et , si Ton 
désigne par A l'ascension droite du soleil au midi vrai d*un certain 
jour y et par A* ce qu'elle sera midi vrai du jour suivant , l'angle 
horaire aura augmenté pendant cet intervalle de 36o*^^^— •^ , 
quantité angulaire que , pour abréger ^ nous désignerons par k. 
Comme de plus cette augmentation sera proportionnelle au temps ; il 
s'ensuit qu'en prenant pour unité la durée entière d'un jour solaire , 
j'angle horaire au bout du temps /, considéré comme une fraction 
quelconque du jour , sera égal II A+ki. 

i5. Si ^e plus on dési^i^e par D^ la distance angulaire entre le 
méridien dont nous parlons et un autre méridien terrestre , situé à 
son orient ; l'angle horaire au moment du midi vrai étant A , il 
«erl :pour le second.^ dans le .même instant, A^D ^ et , après une 
fraction du jour exprimée par / , il sera A^rD^kt ; en conservant 
2^ A sa signification iSo^-rhA^ — A. Ainsi , désignant généralement 
l'angle horaire par ^, on aura ii:=:j4'^D+kt. 

16. L'autre angle qui sert à déterminer la position du lieu de 
l'observateur y par i^pportà nos «trois • sxes principaux, c'est la lu'» 
titude du lien ; nous la désignerons par a. Ce h doit être prit 
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positivement pour une laiîtude australe ^ et négatiçemeiit ^oxxt une 
latitude boréale. C'est précisément le contraire de ce que nous avons 
fait dans les éclipses de soleil. L'angle x est une ^uapticé constante 
pour chaque lieu de la terre : Tangle /« est une quantité variable 
qui j pendant sa rotaiion , varie proportionnellement au temps. 

17. La tangente de Tangle horaire est, dans ce cas , égale à 

Y 

•^ ; et, dans la supposition d^une terre sphérique , la latitude >, 

g pour sinus -^ • Il en résulte 

^c;;^OS»xCo8«^ i 

J^9s^:Cos.^Sin,/« ^ 

Moyennant ces formules > on aura , pour chaque instant , les çoo^t 
données X , X , ^ , de tout lieu dont on connaît I4 latitude. Le^ 
formules ei-dessus (i3) nous aideront à en déduire Les coordonnées 
^ » y f ^ f ^^i ^^ rapportent immédiatement i la phase de Téclipse , 
et qui pourront servir dans rapplication de nos premières formules* 
i8. Le calcul de l'occultation géocentriquc n'a aucune difficulté* 
Il faudra f fOHfr finstai:it proposé , déterminer lee coordonnée! 
SN^B^^ , N^L^ssr^ ( fig* I ) du lieu géocentrique du centre de 
la lune, par* rapport à l'étoile que nous supposons toujours en 8% 
A)rant déjà désfga^ 



9 l'ascension droite de l'étoile ^ 
Par I sa déclinaison ; 

ft ayant déterminé par lenr moyen les deos quantités angnlainei 
*t I ' I » ^ui répondent à ce qu'étaient p dans le calcnl des- éclipsef 
de soleil , la longftiida de cet astrç et robliquité de récliptique ^ 
nous désigner«Qs M plus 
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V Par y l'aicension droite de la lune i 
Par ^ sa déclinaison • 
Par ce moyen ^ nous aurons 

'ig. Comme 9 et l sont des quantités constantes ^ et que y et > 
sont des fonctions du temps ; il s'ensuit qu'en n'embrassant qu'un 
intervalle de temps peu cpnsidérable , il sera permb de supposer 

Les quantités numériques M ^ N ^ m^ n étant presque immédiate- 
ment données par les tables. Le temps / sera , et pourra toujours 
être exprimé en fraction de l'intervalle d'une heure : c'est à peu 
près le maximum de la durée d'une occultation d*étoile fixe. 
30. Le moment de la conjonction est indiquée par ^^=o , ce qui 

aonne /=:——, et r= — — — . La plus courte distance apparente 

des centres y cl c'est |/^/i+r'i, réppnd à l'équation orzç^è^-^r^dr^; 

ce qui donne /=— • — ; elle sera égale a -h -7== . Mais tout 

cela ne peut regarder que l'occultation géocentrique. 

2f« La latitude connue du Heu, les angles horaires qu'on vient 
de déterminer , et la connaissance des quatre quantités Mp N , m ^n^ 
lesquelles impliquent celle de g^ 9 r^ 9 introduisent aux coordonnées 
X^ Y^ Z f moyennant les précédentes- formule^ (i?)- Ensuite, 
les formules (i3) font connaître , sans difficulté , les coordonnées 
^y y i z y dont la valeur numérique est changée à chaque insunt , 
W vertu de la rotation de la terre , ainsi que du mouvement propre 
la luae. Ensuite de quoi les foripules (8),^ e'est*à-dire > 
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^-B=^* ''^B=^' 

é 

nous ferons connaître , pour chaque instant demande , les deux 
coordonnées ^ , r. La somme dé leurs quarrës , ou ^*-H'"' * ^%^^ 
égale , au moment de l'Immersion de même qu'a celui de Tëroersion , 
an qnarrë du demi-diamètre apparent de la lune ; quantité variable 
qui dépendra du temps , mais dont on trouve cependant la valeur 
méridienne à la cinquième page de chaque mois de la connaissance 
des temps, laquelle fera connaître ^ moyennant un calcul très-facile'i 
le demi'diamètre de la lune , à tous lea instans de la journée^ 

:i2* Le problème n'est pas encore résolu. Il faut déterminer^ 
jusqu'à la précision d'une seconde au moins-, le véritable moment 
tant de l'immersion que de l'émcrsion de l'étoile. Le moment n'est 
calculé dans> nos éphémérides que pour un certain nombre de- cas* 
très-déterminés , et encore ne l'esi-il qu'à la précision des minutes- 
dé temps. La méthode suivante m'a paru , par sa simplicité et pav 
sa généralité, Teinporter sur toutes les autres*. 

a3. Désignons par y la distance apparente entve l'étoile et k- 
centre de la lune, à Tépoque* désignée par /. Il est visible qu'entre^ 
des limites de temps très-res$errées , oh peut fort bien supposer 
yszA+iU* Cela étant , supposons qu^aux temps marqués par ^ et 
^ il réponde de& distances P , Q* On aura donc 

Les temps p et ç sont donnés , ainsi que les distances P , ^ qui 
leur répondent respectivement. Les coefficiens A, a ne le sont pa»;: 
mais on les détermine très - aisément par les deux formules suiî- 
vantes ». auxquelles conduisent les deux éqjaations ci-dessus 

d'o& il rérale» 
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y™ ' ....... 

Cette dernière formule nous met dans le cas de dëterminer l'instaiil 
oii la distance des centres a une valeur déterminée , et par con« 
séquent celui où. elle ost égale au demi<*4iamètrè apparent de la 
lune* 

ai|* Dans les exemples qui vont suivre , on doit observer que j 
pour abréger , nous avons mis partout Sih.m et Cos.m au lieu do 
£og.Sin.m et Log.Cos.m , et qu'il en est de même des tangentes et 
cotangentes , sécantes et cosécantés , tant de n que des autres angles. 
Il faut observer de plus que les signes pius et mûins qui paraissent 
affecter les caractéristiques , regardent les lignes tcigonométriquas 
eUes«mèfà«s , et non leurs logarithmes. Ain^ , par exemple , .lVxprcs« 
sion Gos.f =4^.9443470 signifie simplement que l'angle. t9ra8%23^a7^ 
est aigu y' parce q:uft son cosinus est positif; mais Sin49-->-9.677i355 
fait entendre que Tangla » est plus grand que deox angles droits , 
ou bien qu'étant toujours , abstraction faite du signe , égal à 98^,93^.97^^, 
il doit être pris négaSwment. Au moyen de cette notation , on 
verra toujours clairement si un logarithme , somme de plusieurs 
autres I appartient à un xiombre positif ou à un nombre négatif. 

â5. £xEMPLE I. O) trouve dans la Connaissance de^ tempi 
(année i&i9) lindicatioo suivantes 

a Le i3 avril immersion d'Antgrès , vers 10 beurei« 

• Emersîon , à io*.58^ 

» Antarès au centre do la' luno, k 

a L'e'mersion a lieu quelques minutes avant le lover db lia^ lune a • 
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On sait que, pour 'Antarès , on a, i.*' janyier 1810 , 
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Ascension droite moyenne . . ::^244^,26^.Z6^^ ; 
Déclinaison australe moyenne 
Variât, annuelle de Tascens. droite 



25^59^.54^/ . 



= 54^^9 j 

Variât, annuelle de la dëcllnalson =4* 8; 7 • 
D*où il suit qu'on doit avoir 

Ascens. ^dfotte rraîe , ou 9s24i^3S^.5^^ ; 
Dëdlnabon vraie , ou #=:: aG^.i^iS^^ .. 

En conséquence , 

* 

Cos.9s~9,6326353 ; Cos,#=-f-9.9535832 , 

Sin. • =5—9.9557940 ; SinJ=s-i»9.€42i656 « . 
Donc 

Cos^=— 9.5863187 ; ) ( «=i8o®+67^i8^52^^ t 5 

J d*oi J 

Et par conséquent ^ 

Cas.«s— •9.5862187 t Cos.t:=-)-9f9443470 ; 
'SinUsr— ^.9650266 ; Stn. •=—9,6771355 • 

26. Quant à Tascensioa droite de la lune ^ et ses dilTérences^ 
on trouve 



\ 



Lo la , 1 ininmta3o».i2'.38''=8a8758/' 

t 

Le i3 , i midi. * 237 .26 .26 =854786 

Le i3 9 2^ minuU 244*^5 -^4 35881724 

Le 14 9 ^ midi. . a5i .38 . 2 =909482 
; ^aant à la décUnaison , on a 



tèo28^^ 

^6938 

27758 



910// 

8ao 



«gO^j 



4^$ 



OCCULTATION 



Le 12 , i minuit 2i*.25^.43^''=77i43^^ 
Le i3 , & midL • 23 .34-44 =84884 
Le i3 , & minuit 25 .43.34 ^=914^3 

Le i4 9 ^ mdi. • 26.49- ' =96546 



7741 
6539 
5i23 



// 



1202 



// 



^1416 



»2l4 



Il en résulte ( Annales , tom. VI , pag. 1 53 ) 



=:7'+72758//+25543///+5ao^^/*— 15^//* ; 



f= 77143^/+ 8271^^/— 494^//*— 36^//* . 

Dans CC6 deux formules , le temps est compté depuis le 12 à minuit ^ 
heure vraie de Paris ; et l'on a pris pour unité la durée d'une 
demi-jouniée solaire. 

27, Nous allons resserrer ces limites du temps. La durée entière 
d'une occultation d'étoile fixe n'excèdie guère une heure. Celle 
d'Ântarès, dont il s'agit ici, compte son immersion de 10 heures» 
et sop éiaec^ion a lieu yers les 1 1 heures* Donc , en remplaçant 
le / des précédentes formules t*^^» ^^ ^ ^^^ formules résultantes 
aéra compté depuis dix heures du soir, en fraction d'un jo&r de 
douze heures , et ce sera là notre unité de temps. On aura , en 
supprimant les /* et les /^ « après la substitution , ce qui 9tn 
irès-pe;rmis , 

y=8'+i3i75^/4-27225^</ ; 

90426 4- 6100 / . 



26. Faisant iisa^e de jpe^ valeurs , 4ans les fotmul^s (18 1 19) i 
nou# aurons 



y/=^—f=— 3330^^+27225^^/ 5 
7^=^— 1=— 3249'/+ 6100^^/ • 



Il en résulte que 



t_ 
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Pour 10 heures du soir^=->333o^^=:— 55^3o'' « 

#^=—3349"=— 54'. 9" ; 
Four II heures du soir ^'s — 1061 s— ,17^41'^ * 

r^ss— 2741 î=— 45^.4 1'' . 

39. On a de plus la hauteur du pôle pour Paris, ou x:s48*.5o'i4'''' 
Quaud à la dlSiirence des ascensions droites on trouYe 

^'sai^SS^io^' ; 
donc *= 36o«+-<^'— ^= 36o«.55'. 1 1''. 

Par conséquent , i lo heures , i(/=I5o^2a^«59^/ » 

^ XX iieures , A/s=:i65^a5^i7^^ ; -^ 

donc aussi à lo heures , ^ ss^+A/a 17 1^.22^59^^ p 

à II heures , /» =:^+i(/=: 186^25^17^^ . 

«t vûîlà toutes les données relatives à Voccultation gioantrifWi 
3o. Occultation pour Paris» 

t 

Hauteur du pôle ou as: Jfif*Jiof.\4f' i 

Angle /•s3i7i*.aa^59^'^S 



d'où il restait* 



•l de U 



donc aiuai 



Log.rsH-8.9939506 j 
Lo5^=--9.8767o4i ♦: 

SPas^oO,! 533200 «, 

y =-0,77 19897 , 

«Œ— 0,6154074 ! 
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—• =—0,00265533 , 

L =:.o,oia86546s44^i4'' > 



et| par soîte 



ce qui donne 



et de U 



•=: =—0,01025677=35^16^'' f 



(1—5) ^="'^16''. 



^ssBj4^f , rsiiSo''; 



y^q7i=x3i6''= ai'.56^i 
I)emr«ditmitre , iqpparent de k.luiie j6^ 2^^ ; 

Cette dilFëreiice , qui est enj^arties décimales dun degré ^ se rëdml 
en temps à ^/jt ifuinziimes d'une minute ; et comme , dans la ^o/i- 
naissance de temps > 4e «calctit ti^ ^ peussë qu'à des minutes entières; 
on Tolt bien qu'elle a dû échapper au calculateur* Pour fixer 
exactement l'instant de l^immèirarien , faisons usage de la méthode 
exposée (28) ; et cherchons, quelle doit itre la distance des centres 
¥ lo^i^ du soir. 

Zx. Occvliation pw/lt Paris t une' minute apris la précédente; 
La hauteur du pôle A=48^5o/.I4^', ^=I7^^38^.l'^• c'est i cela 
que .se réduit le calcuf de Fangle horaire /», fondé sur ce qua 
chaque minute de rotation ^rcét, -aiïgle irugmente de 7^7^ ou de — de» 
36o^.55^i(/^ ^ qui ep lon^ Ja^dîAirience^ dans une journée entièit» 
On aura donc 



k * 



d*oS 00 tirera 



et de là 
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LogJ!r=;-F-9,8i37ii7 , 

Log.J?:»— 9,8767641 f 

;r:a:— o,i5685o9 1 

y=— 0,7713619 , 

^ x:=5— 0,6167570 ; 



i$ 

• ♦ 

^ :5:.^o,oio379a9=nai20^^»-— 35^28'^ f 



dono 



^0 qui donne 






^/^a^,r^=5 13^3'^ casa 1^33^'' j 

Pemi^dUmètre de U lune ssifr', a'^ ; 



*•■ 



. Plfférenco , • . 5^3i'^ t 

L'erreur de la formule préoëdente , ^t ^alt $'^Sf^ , h trou A 
donc réduite à 2^3 1^^ -, ce qui fait unje diminution d# 23^^ CeUci 
di/Tërehce est beaucoup trop petite pour répondre à tout le re^t^ 
de la prédiotloiK Pour y parT^Airi c^I^irlbns'una Khhh qui donnp 
les valeurs de ^^ , r' et |i , pour toulet W« ^laleur^r dç t ^à^ çf'nf 
en «Wy minutes, 

Aymv trottvij (a8) , 
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y/=s_333o''+a7225'V , 

II en résulte que ^ de cinq en cinq minutes , les valeurs de q^ et T^ 
forment deux progressions arithmétiques , dans lesquelles la diffé-* 
rcnce constante sera 

Pour q^ , X 89^-^,00 f 

Pour t' , 4y^36 . 

Ayant de plus fc=36o®.55^io'^, on voit que les valeurs de /« 0» 
de Tangle fioraire formeront de même une progression atithmëtique 
dont la différence constante sera la 2^0»^ partie de i ; c'est-à-dire* 
.i*.i5^iy^; on aura donc la table suivante:. 



/=siO^« <• 


, y^as— 333o , r^s 


s— .3249 , /•= 


= i7i*.22<.59^^-. 


10 , 5 , 


, — 3i4i , 


—3207 ^ 


172 •38.10 ; 


10 «KO j 


, —395^ ^ 


—3 164 , 


173 .53 .22 - 


10. 1 5 , 


—2763 , 


—3 12a ^ 


175 . 8 .33 . 


20 «20 


—2574 ; 


— 3o8o , 


176.23.4^ • 


10 édS j 


~a385 , 


— 3o37 , 


177 .38 .56 •. 


.10 .30 


—^196 , 


-2995, 


178 .54. 8^ . 


10 .3S ; 


; —2007 , 


—295a , 


180 • 9.2a.** 


10 «40 \ 


; — t8i8 , 


—2910 r 


t8i .2^4 -Si - 


10 45 j 


— 1618 , 


-2868 , 


182 .39 .1^2. ^ 


10 .55 ; 


-1439 , 


«—2825 y 


r8S.54.54 . 


so .55 , 


; ^-m5o f 


—2783 , 


x85 •10. 6 ;. 


11 .oo 1 


—1^61 y 


-2741 ; 


186.25.17 .. 



^. 
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33. Connaî^ant les coordonnées ^^ , r^ , de même que les angles 
Iioraires ^^ on aura facilement (i3y 8) les coordonnées q yV ^ qui 
se rapportent à robservatîon de Paris ;_de là on déduira avec fa- 
cilite les di&tances des centres ^ égales à y/^a-j-r» ; en voici la table : 



/=I0*. o', qz 


=—674", 


, r=— iiSo'', 


lO . 5 , 


— 498 . 


—1068 , 


lO .10 y 


— 820 , 


, —1002 ; 


lO .15 y 


- 143 , 


— g36 , 


XO .20 y 


+ 32 , 


, — 869 , 


lO .25 , 


rf 207 -, 


— 804 , 


lo .3o ^ 


+ 38i , 


— 739 y 


• 

lo .35 ^ 


+ 553 


* — 672 V 


lo .40 » 


4- 725 . 


, — 607 , 


10 .45 p 


+ 894 , 


» - 541 , 


lû .So > 


+1066 , 


► - 475 ; 


Z2 .55 y 


+ia35 ; 


, — 409 , 


34. L'imn^ersion et Ténr 


lersloa d'Antarè 



i5i6'/=: 


JI/.56''. 


1178 1 


'9 .38 . 


loSa I 


7 ^a . 


947 ' 


i5 .47 • 


865 1 


14.29 , 


83o 1 


[3.5o . 


83i 1 


i3.5i . 


870 ] 


[4 '30 . 


945 1 


i5.4^ . 


1045 I 


[7 .a5 . 


1167 


19.27 . 


i3oi ai .41 • 



où y^^a-f.r» devient égale au demi-diamètre apparent de la lune 
qui, le i3 avril, est de 16^2^^ à Thorizon , et qui, de là jusqu'au 
zénith, ne peut changer que de i5^^ tout au plus-, on voit qu*on 
aura, pour le véritable moment. 

De rimmersion , 10*. 14^. 17''^ > 
De l'émersion , io*.4o^'5i'^ • 

La durée entière de Toccultation serait donc 26^.34^^; tandis que, 
dans la Connaissance des temps , elle se trouve prédite de 58^ Il 
y est dit de plus que TétoUe doit se trouver au centre de la lune 
Tom. FJIL :25 
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dans le plus fort de l'occultation ; tandis qu Ici le minîmvm de la 
dibtance des centres est de i3^5o^^=83o^' j ce qui n'est que lea 
six septièmes , ou plus exactement les treize quinzièmes du demi- 
diamètre de la lune* 

35. La ville de Berlin est située à 52^.3 1^4^^^ de latitude bo^ 
rcale ; et de plus à ii^.2^ , ou à 44^-8^^ en temps à Torient de Paris. 
Lçs Èphémérides de BerHIN fixent cette même occultation à io^4^^ 
pour l'Immersion et à 11^53^ pour l'ëmersion -^.ce sont là deux 
choses qu*Il importe d'examiner. La table (32) reste en entier; et, 
quant à la table (33) , voici ce qu'un calcul exact nous a fait 
connaître. 






\ 



io« 


'• O' 


lO 


. 5 


1 

10 


• lO 


lO 


.î5 


10 


.30 


lO 


.25 


10 


•3o 


10 


.35 


10 


•4o 


lO 


.45 


lO 


.5o 


lO 


.55 



r , y=— ZiQf/ , 


r=-998'' , 


^ja-J-r*=I2&9'''= 


: 2 1 ^29^^ 


, -64i , 


-^934 , 


II 32 


18.52 . 


, -466 , 


-870 , 


985 


16 .23 . 


, — 391 , 


—806 , 


856 


i4 -16 • 


, — 116 , 


—74a , 


75^ 


12 .Si • 


f + ^9 , 


-678 , 


680 


I X .20 . 


; + 334 , 


—614 , 


657 


10.57 . 


f + 409 » 


— 55o , 


685 


1 1 .25 • 


f + 584 , 


-436 , 


7^9 


12, 9 : 


, + 759 , 


—4a a , 


868 




14.28 . 


. +934 , 


-358 ,- 


1000 


16. 4^ . 


, +1108 ; 


—293 , 


1146 


19. 6 • 


d'après ce calcul , le yëritable 


moment 




De> rirtimenlon , 


à io*.io'5o^'' 


# 




De rëmersioo , 


à 10.4834 


S 
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la durëe entière de roccultatlon sera donc 37^44^^- D'après le calcul 
des astronomes de Berlin , la durée entière de celte occultation 
serait de 68^. Le plus fort de Toccultation arrive à io^3o^ On 
peut observer que pour des temps égaux ou , pour parler plus 
exactement , pour des temps équidifférens , les y et les r corres- 
pondans forment deux progressions qui , à quelques secondes près, 
sont sensiblement arithmétiques ; ce qui rend le calcul de ces coor- 
données beaucoup plus fa€i]e« 

36. Exemple IL On trouve , dans le même volume de la 
Connaissance dés temps , ce qui suit : 

D Le 12 mars, immersion de # de la Vierge i 7Ai3^; 

t Émersion à S^.iS^ ^>. 

» Plus courte distance de Tétollc au sud du centre de la lune, 6^.4^^ »» 
On sait que ^ pour 9 de la Vierge , on a 



Âscens. droite moyenne i8a^.32^5o^^ 
Décl. moyenne boréale o*.a3^.27^^. 



i.^' janv. 1819 



donc 



Variât, annuelle en ascens. droite +46^^ » 
Variât, annuelle en déclinaison —20^^ . 

• • • 

Ascens. droite vraie , ou 9=i8a^.38^58^^ , 
Décl. boréale vraie , eu #= o .20 .21 • 



On conclut de là 
Cos.<r= 
Sm.« c 

«t ensuite 



,9995355 ; Cos.#=+9,9999924 ; 
8,6648774 ; Co9.#a!+7,77aa88o . 



s 



i8i 
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Coti 
donc encore 



Cos.-i=s— 9.9995279 , } ( «=i82^.4o^a4'^ ; 

[ d'où { 
= — 0.8925818 ; J j t= — 7 .17 «52 ; 



Cos.-=— 9,9995279 , Cos.i=+9.9964677 , 

Sin.«= — 8,6687724 ; Sin.i=— 9.1038930 . 

87. Quant à l'ascension droite de la lune , on trouve 



Le II y II minuit , i72*.45^ 'j^^:^62igo'j^^ 
Le 12 , à midi , 178.24.43 =^642282 
Le 12 , à minuit , 184 • 6*26 =6^2726 
Le i3 ^ à midi , 189 «49 -i^ =683352 
Et , quant à la déclinaison ^ on aura 
Le 1 1 y à minuit » • • + 5^56 ss 



Le 12 , à midi ^ . • .+ 2 «55 = 
Le 12 ^ à minuit , • .•— • o • 8 a 
Le i3 , à midi , • • •— 3 «14 = 



Il en résulte 



20375// 




30444 


69// 


ao6a6 


182 



1x3. 



ai 36©/' 






io5oo 


—10860/' 


• 


480 


— 10980 


— lao'/ 


XI 640 


— II160 


—180// 

1 



-60// 



t 4 



y=5«+8i907'"+ao378///— aa/y+iQ"/* , 
*=» aï36o//— io8ao/'/-3o/'/*— lo"/' . 

Dans les deux formules.» le temps est. compte depuis le ii & mi- 
nuit ; et l'unité de temps est U durée d'un, demi-jour 8oUlre« 
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38. En remplaçant /, dans ces équations ^ par 7+/, comme noirs 
Favons fait dans le cas précédent , on en formera deux autres , dans 
lesquelles le temps sera compté depuis 8 heures du soir du 12 avril; 
Tunité de temps étant toujours la durée d'une journée solaire. On- 
aura, en employant ce nouveau langage y et en supprimant les l* et 
les /^ , les expressions suivantes ; 

• ♦ 

i^sz 3198^'— 1097 (•''^ • 

__ s. 

89. Faisant usage de ces valeurs particulières , dans les formules 
(18 1 19) I nous aurons 

» 

r^=:+i977^^— -10970^^/ ; 

4o. Quant \ la diiTérence des ascensions droites ] on aura , pour 
le 12 , k midi 9 

donc k =36o«.55/. o^^ , 

. ■ 

8k 
300 

donc enfin , à 8 heures du soir , 

4i* En voilà assez pour calculer les ^^ et r^ , de même que 
les angles horaires /» » pour tout le temps de rgccultation , de 5 en 5 
minutes } eu ^olci le tableau. 



i86 






». o' 



. 5 



.10 



.i5 



.30 



.25 



.3o 



.35 



.40 
.45 



.5o 



.55 



8 . o 



8. 5 



8.10 



8.i5 



8.30 

'8.25 



8.3o 
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^î= 97«. &. 4'/ , y'r=-3386 , r'ss+aSgi ; 



98 .21 .i5 

99 -36 .27 



100 .5a .38 



102 . 6 .5o 



io3 .22 . X 



104.37 .i3 
io5 .5a .24 
107. 7 .36 

108.^2 .47 

X09.37 ,58 
110.53 «10 
112. 8.21 
xi3«23 .33 

XI 4. 38 .44 
X i5 ,53 .56 
xfj. 9. 5 
118.34.16 
^19.39.47 



-.3344 



•3io3 



—2961 
— 2819 
—2678 



2536 



—2394 

—2253 



■ai II 



— 19% 

— i8a8 



—1686 



-i544 
— i4o3 



^-1361 



—1119 
-978 
—•«36 



+a8i3, 
+2739 , 
•4-2662 , 
+2586 , 

-4-25lO , 

+2434 , 

-f-2358 ; 
+2282 ,' 

+2205 , 
+2129, 

-(-2o53 , 

+1977 ; 

+1901 , 

+i8a5 , 

+1748, 
+ 1672, 
4-1596, 
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4a. Il en résulte , en prenant d'abord la première ligne de la table , 
et en supposant 

^/ a: -3386 , 

I 

ce qui suit 

Logeais — 8,9104496 I x='^Oyo4Q6oi4 9 

Logr=+9,8i5oi44 , y=— 0,746484a , 

» 

Log.^'ss — 9,8767041 ; j5=— 0,6637766 • 
donc 

— -+0,0007767 ; 

^ =-.o,oiq44i4=— :a566^^=- 4^^^^ , 

— =—0,0110629=— 2a8a ;s»»36.2 ; 

donc enfin, ^ 

y =—33864-2566=3- 8ao^^ ; 

i r=.— 389 i-f 2262=4-517 3 , 
< ^/5q7î=s4■5238^^=87^^fy^ 

ce qui excède de beaucoup le demi-dlaiiiètre apparent de la lune 
à celte époque. . 

43. examinons Tëfat du ciel à 8 heures du soir ; c'est le moment 
pour lequel nous aurons 



y 
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y'=s— 168€'' , 



1^=4-1977"' ; 



Ces doonëes nous fovrniront 



Log.X='— 9.3945303 t 4r=+o,2i5i094 ^ 
Log.r=4-9.785o973 ; y=— 0,7111732 , 

Log.^=— 9.8767041 ; *=— 0*6692997 .' 



et de li 



X 

— =+o,oo3585x f 



^ =— 0,0118529=— V-45/^=— 2445^ > 



-r- =—0^1 1 i55o=— >28 .21 =: — aSoi 

donc enfin 

. y==— 1686+^445=+ 759 , 

r=i — 197 7 +2801 =+4378 f 



/^q7»=4345//=72^aS/^ 

ce qui e9t prodigieusement éloigné de la prédiction qui a itè 
faite. 

Calcul 
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s ^ 

Calcul de Toccullatîon tlAnlarès ^ annoncée pour le iZ 

da^il 18 19 , au soir ; 

•V. 

Pdr M. GERGONNXt 



tlB vais essayer de me constituer arbitre entre M. le professeur 
Kramp et le Bureau des Longitudes , en calculant de nouveau les 
circonstances de l'occultation d*Antarès dont il est question dans le 
précédent mémoire. La méthode de M. Kramp est sous les yeux 
du lecteur ; et j'ignore celle qui a été employée par les Rédacteura 
du volume de la Connaissance des temps pour 1819 ; mais , en 
employant Tune ou l'autre , comme moyen de vérification, on courrait 
le risque de rencontrer de nouveau les mêmes causes d'erreur ; et 
il me parait conséquemment plus sûr de tenter de parvenir au but 
par des. procédés difFérens de ceux qui ont conduit aux réwiltats 
qui viennent d'être comparés. Je vais donc faire usage de la méthode 
que j'emploie depuis long-temps pour le calcul des éclipses de soleil. 
Comme j'ai trop peu de mémoire pour retenir les divers procédés 
que l'on rencontre dans les traités d'astronomie ; et comme j'éprouve 
même une sorte de dégoût à suivre les détails , faî la mauvaise 
coutume , lorsque quelque problème relatif à cette science vient 
s'offrir à moi , de ne tenir aucun compte de ce qui a pu avoir été 
fait pour en obtenir la solution , et de tâcher de la tirer de mes 
propres réflexions. Je ne saurai donc dire si la méthode que je vaU 
suivre a été employée par quelque autre avant moi ; et tout ce que 
je puis affirmer avec certitude ^ c'est que je n'en dois l'idée à persouncv 
Jom. VUU aô 
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On pourra la trouver uq peu laborieuse ; mais elle a ravantage de 
ne reposer que sur les notions les plus élémentaires de l'astronomie 
et de la trigonométrie ; de ne laisser jamais perdre de vue le but 
oà Ton tend , et d*être enfin suscejptible d'une grande précision | 
attendu qu'on peut y tenir compte de Tapplatissement de la terre 
et qu'on peut en outre y avoir égard h la réfraction , ce qui me 
parait indispensable , lorsque les éclipses , passages ou occultations 
ont lieu dans les basses régions du ciel. 

I. Je prends d'abord dans la connaissance des temps les données 
suivantes, répondant au mois d'avril 1819, 



Le la â minuit. Long, de la lune=i8o<>4-53o.aa'.54''3i8oHi93i74'' 
Le i3 à midi 60 «aS .10 317400 

Le i3 à minuit 67 «aS «Sg 24^7^9 

Le 14 à midi 74 «So «26 aSSaaS 

Le 14 i minuit 81 .36 .16 '393776 



a5ia6 
a5359 
2546^ 
25S5o 



i33 

108 
83 



-aSi 
UaS 



Le la à minuit. Lat« aust. de la lune =; 
Le i3 i midi 
Le i3 à minait. 
Le 14 11 ini<fi 
Le 14 11 minuit 



a«.5y. 


O^'ï 


sia38o^' 


3 .34 . 


.6 


iaa46 


3 «Sa ( 


.16 


13935 . 


4.17 


» 


i54ao 


4.37. 


.5a 


1667a 



1866 

1690 

'484 

laSa 



—176 
— ao6 

••aSa 



— 3< 



— at 



H 



m 

2. Au moyen de ces données^ en comptant le temps du is à 
minuit j prenant le demi^jour pour unité et faisant usage de la me* 
thode de M. Kramp ( Annales ^ tom. VI , pag, i53 ) , on trouve 

Long, de la lune 55i8o^+ï9aJ'74''+^*5a/4-78^'-^4/' $ 



Lat. aust. de la lune 



io38o^/+ 1 944/^73/*— 5/* • 



Et de là on déduit ensuite 
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i8i9i arrili le i3 i 9^ do i* Lodç. delà lune siSo^H-GS^^o'. 8^^ LaL aust. :=Z:/fi^3^'\ 

10 66 «15.23 3.47*48* 

ê 

11 -66 .So .40 3 .So. 3 • 
la 67 .35 .58 3 .52 .16 • 

3, Avec ces nouvelles données et Tobriquîtë de rëcliptîque 
sa3^«27^56^^ ; on trouve , par les méthodes connues^ 



i8i9»avrilex8à9*doi.Asceii9.droi(eL=i8oo4-63^ i'.4&^Dëcl.aa8t.sa4^55'. 7'^ 

10 63.39.34 aS. 6.49 

rî 64.17.21 a5.i5.34 

la 64 .55 .20 25 .23 «44 

'4' Au moyen des distances du soleil k rëquinoxe^ prises dans 
la Connaissance des temps, je trouve 

1819 , avril ^ le i3 à 0* du soir. Ascens. droite du soleil 2i*.ao^.4^^^ 

10 ai .22 .59 

* II 21 .25 «16 

IZ 21 .27 .34 

<S'o^ je conclus 

Le 1349'^ dastAsg. horaire orient de la lune =86Mi^ 5^ Dise, ao pôle =ii4^*55^- 7^ 
10 



m 

IX 

')a 



72 .16 «BS 


Il 5. 6.49 


67 «Sa • 4 


Il 5.1 5*34 

ê 


43 J17 .46 
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5. Je fais un semblable calcul pour Antar&s , dont les tseensioû 
droite et déclinaison australe , corrigées do la variaiion annuelle^ 
sont I pour cette époque , 

Ascens. droite =244^.35^5^^ j Décl. aust. aô^i^aS^^ , 
et je trouve 

Le i3 i g^dus. Ang. horaire orient. d'Antarès=:88<>.i4^a5''Dist. aopAle Ii6^i'i5^ 

10 ^3 .12» 7 •••••• 

IX 58 . 9.5o •••••# 

12 43*7 3a ^. •.•••• 

,6. Soient présentemenjt Z le zënitb , P le pôle boréal , L le lieu 
Trai de la lune, 1/ son lieu apparent, A loi^heu vrai d'AntarèS| 
A^ son lieu apparent. Dans le triangle spbèrique ZPL ,' on connaît 
ZP, complément de la hauteur du pôle pour Paris =4i^«9^*46^^i 
PL distance de la lune au pôle , et enfin Tangle P égal à l'angle 
horaire de la lune. On pourra donc calculer ZL , distance zénithale 
vraie , et Tangle Z dont le supplément sera Taziinuth* Dans le 
triangle sphérique ZPA , où les mêmes choses sont connues , on 
pourra également calculer la distance zénithale vraie ZA et l'azimuth , 
aupplémcnt de Tangle Z* On trouvera ainsi 

Le l3 i^A dus. A^mulh lunaire ?=7o<>.43^« 5^'* DIst* zénithale vraie ssioG^aS'.SS'' 

xo 6o .33 .20 ,97 «56 . 6 

• ■ ■ • . 

« 

11 49-59. I 90.17.50 
xa : 38.4i .^7 83:45.40 

Le x3 igftdus. AzimHlhd'Antarès=7o<».59'. g'^ Ditt. zénithale vraie =io8^.xi'.ix^ 
10 60 .37 .28 99 «iB • 3 

XI 49 46 .49 gx . 3^i 

- ta * . ^. S. o " 84.io«3q 
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7« Cherchant ensuite , poar la latitude de Paris » la parallaxe 
de hauteur de la lune , ainsi, que sa réfraction , et prenant la 
différence de Tune à l'autre ; on aura | toujours pour les mêmes 
époques I 

parallas. lanaift =X^aS^. Réfiract. liuittre = 3'.l5'^ Paralhuu-^ Rëfracl. =53^.10'^ 

58.i6 6.3a Si .44 

« 58 .5i s6 .a6 * 3a .aS 

58 .3i 8.4 50.37 

Itous aurons atissi « pour les réfractions correspondantes d'A&biris'y 

& 9 heures du soir = 2^.55^^ 

» 

1 1 
11 21 .31 



12 8.33 

» * • 

Ajovtant donc 2i la distancé zénithale vraie de la lune Texc^s de 
sa parallaxe sur sa réfraction ^ et retranchant au confr^ire la réfracticm 
de la distance zénithale vraie d'Antarès ^ nous ' aurons ^ toujours 
pour les mêmes heures, 






Dttt. sénith* «pp. d« lahine =107^19^. S^, Dist. ajnitb. app« d^Antarès âo8^ 9a9: ' 

\ . 90 «So .15 go 4a .ift 

84.36. 7 84 3. 6 

Nous aurons ensuite pour leni différences d'azimuth 
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^ g* da soir :^+i&. 4". AnUrès à l'est 



10 



i« 



la 



+ 4.8. AnUrès à l'est 
«-I1.I2 . Antarès i l'ooesl. 
-»33.a7 • Antarès k Touest. 



8. Prësenfement , dans Ite triangle sphëriqne L^A^ , on connaît 
ZL^ et ZA^ » distances zénithales apparentes , ainsi que l'angle Z 
différence d'azimuth. On peut donc calculer la distance apparente 
A^L^ d* Antarès au centre de la lune; on IrouTe ainsi 



à gA du soir* DUt. app. d^Antarès au centre de la luné =987'^ 
10 348 



II 
la 



733 
ao46 



— 739 
+ 485 
+13x3 



+1224 
4- 8a8 



-396 



En prenant donc Tlieurè pour unité , et comptant Te temps de 9 
heures^ on trouve, p^r les formules de M. Kramp ^ déjà citées j» 

A/llf=g87>'-i483/-|-i8iQ/«-66/» ; 



' > . I «s' 



lyoâi on conclut , en obsenrant dViUeurs qu'alors le demî-diamtod 
dft. 1^ lune .,esl ^^^^ 



DMtaott apparente des centres à g^« ^«987^^ 






o 



9ei5 666 



Immersion 



y 



9 4^ ' 3ao 



l 
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10 • o a48 

} PI os courte dUt. 

10 .i5 a'jo 

10 ,3o 56a 

1 1 • o 733 

\ Emerslon ; 
II «iS 998 

On a ensuite I pour rimmersion » le quart d'heure étant Tumlë^, et 
le temps étant côinpté de 9 heures 

A^L^=r987^/-369/+48/«s=964^^ • 

Et pour Tëmersion , le quart d'heure étant également Funitéi maU 
le temps étant compté de io^4^^ 

A/L'œ5i8/^+i9o/+25/*=964 • 

On 8 aussi Tëpoque de la plus courte distance des centres en 
égalant k ftcro la différentielle de la formule ci*dessua en t^ ce qui donné 

o»i483/'-'i6ao/+i98/* . 
Tout cela donne définitivement 



/ 
/ 



Inunersion k •••••••• gA« 1^ , 

Suivant mol ( Plus courte dUt. de 3^' ii 10 • 3 » 

Emerslon 1 ••••«•«• 11 «iS « 

Immersion k *••••••« • iok.i^f 

Suivant M. Kramp { Plus courte, dlst. de SSo^' k 10 «a5 

Emersion ii •••••••« t 10 «4^ 



% 
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igS QUESTIONS 

Ceci suppose I au surplus « que je n*ai point eommis d^erreur, et 
que les données que j'ai puisées dans la Connaissance des temps 
ne sont point fautives , deux hypothèses que je ne voudrais pas ga- 
rantir. En particulier , il arrive rarement que , dans cet ouvrage i 
les longitudes et latitudes de la lune concordent avec st^ ascensions 
droites et st& déclinaisons ; ce qui m*a fait soupçonner que peut-être 
les premières répondaient au temps vrai et les autres au temps moyen; 
ce dont alors il serait, bon d*être préveau. 

J'aurais pu , à la vérité , calculer imtnédiatement les lieux de la 
lune par les tables ; mais , outre la longueur du travail , les tables ; 
comme les éphémérides , peuveiU être fautives ; ^t cette possi}>ilité 
n'est point très-encourageante pour l'astronome calculateur» 



QUESTIONS RÉSOLUES* 

Solution du problême de statique proposé à la page 72 

de ce volume ; 

Par un As o une» 



Problème. Déterminer Titat d'i^uiKire le plus prochain i» 
mowement , pour une échelle posée , par son extrémité inférieure 
sur un plan horizontal , et appuyée ^ par son extrémité supérieure » 
contre un mur vertical ; en ayant égard ou frottement » et en le 
supposant une fraction déterminée de la pression ? 

Solution. Une échelle étant d'ordinaire sensiblement symétrique 
par rapport i la droite qui joint les milieux des deux échelon» 
extrêmes » il nous sera permi« , dans la solution du problème pro- 
posé ^ de substituer à Téobelle une ligne mathématique et pesante 

d*ttne 
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d*one longueur égale à la longueur commune de ses deux montans^Maîs, 
attendu que Ton est communément dans Tusage de donner plus de masse 
aux échelles à leur partie inférieure qu'à leur partie supérieura^ nous 
ne supposerons pas notre ligne droite uniformément pesante ; c'est- 
à-dire que nous ne supposerons pas que son centre de gravité soit 
nécessairement en son milieu. 

Gomme d'ailleurs l'énoncé du problème semble supposer tacite- 
ment 'que la droite qui joint les milieux, .des deux échelons extrêmes 
est située dans un plan vertical ; nous pouvons aussi supposer que 
la droite que nous substituons ici à l'échelle est ainsi . située. Alors 
ce plan vertical coupera la muraille et le pavé suivant deux droites 
fixes sur lesquelles notre droite mobile sera censée apppyée -, et le 
problème se trouvera ainsi ramené à un simple problème de géo- 
métrie plane. 

Soit donc ( fig. 3 ) ÂB notre droite mobile et pesante , ayant son 
centre de gravité en G , et posant sur l'horizontale OX , par son extrémité 
ir^crieîire A , et sur la veriicale.OY par son extrémité supérieure B. 

Soit R le poids de AB, faisons GA=sa , GB=3 , Tangle BAO=^ ^ 
et soit / Tangle du frottement. 

Soit décomposé le poids R de la droite , appliqué verticalement 
en G, en deux autres forces verticales Met N^ respectivement ap- 
pliquées à ses extrémités A et B ; nous auront , par le principe de 
la composition des forces parallèles , 

Soit décomposée la force M , appliquée en A , en deux autres 
P et T, dont la première P soit dans la direction AB et dont la 
seconde T fasse avec M un angle MAT égal à Tangle du fndttemeiit. 

Soit pareillement décomposée la force N « appliquée en B ^ en 
deux autres Qet Uf dont la première Q soit dans la direction BA ^ et 
dont la seconde Z7 fasse , avec l'horizontale conduite par B 1 un angla 
égal à celui *du frottement» 
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Les forces T et U^ quelle que puisse être d'ailleurs leur intensité » 
se trouvant respectivement détruites par la résistance des droites fixes 
OX et OY ; il sera nécessaire et il suffira en même temps pour 
Téquilibre que les forces P et Q se détruisent ; et , comme elles sont 
déjà opposées, il suffira pour cela que leurs intensités soient égales. 
Cherchons donc les valeurs de ces forces ^ afin de les égaler entre 
elles. 

Pour cela remarquons d'abord qu*on a 

AngMkTzzf , 
^/i^.QBU=(i.w-,)+(i— /)=—(*+/) , 

Mais 9 lorsqu'on a deux composantes et leur résultante , chacune 
d'elles peut être représentée en intensité par le sinus de Tangle que 
forment les directions des deux autres \ on aura donc , d*après cela | 

Sin,VkT : SinMLT! :îM;P , 

* 

&/I.QBU: 5//I JÎBU liNiQ; 
c*e9t-&-dirê ; 

jBm.(f«4-4P+/):Sîn/::Jlf :P , 



oa 



&.<.+/). Sta./::Jlf:P=ilf.5;^j ; 
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Egalant donc cet raleors de P et Q , on obtiendra , pour Tëquation 
du problème 

Sin/ Cos./ 

•"'CoMaf+Z) •Sio.(x4/) ' 

on encore 

Tang/Tang.(*+/)=^ . 

Mettant pour M et N ^ dans cette dernière ëquation , les valeurs 
trouvées ci-dessus , elle deviendra , toutes réductions faites , 

Tang/Tang.(ar+/)= j ; 
bu bien 

iTang./. — !r r,w. =^ I 
^^ 1— Tang./Tang» ' 

OU encore 

i(Tangjr+Tang/)Tang/=<i(i-Tang/Tang.ar) ; 

ou enfin » en développant et transposant 

(tf +3)Tang/Tang jr=»— iTangy ; 
d'où on tire 

Tang.*= (l+ijTiiZi? » 

< 

« 

et telle est la valeur de Tinconnue. 

Si Ton suppose que le frottement soît une fraction — de la pres^ 

sion I on aurs^ Tang^/br — , et par suite 

_, n'a— ( 

Tang.â?= 



»(a+») 



On admet communément que le frottement est le tiers de lâ 
pression. Si ^ pour nous conformer 4 cette donnée d^expérience | 
nous posons as;3 ^ notre formule deviendra 



aoo QUESTIONS PHOPOSEES. 

Si , de pluS; nous supposons l'échelle unlformëment pesante , comme 
il arrive pour la plupart des petites échelles , employées dans les 
appartemens , nous aurons ^=j , et par suite Tang.jr=:7, c'est-à« 
dire qu'il ne faut pas que le pied qu'on donne à Téchelle excède 
alors les \ de sa longueur. On conçoit même qu'il y aurait de l'im- 
prudence à lui faire atteindre cette limite. 

Dans les grandes échelles , employées par les maçons , on peut , 
sans trop s'écarter de la vérité > supposer ^=24r; et l'on trouve 
d'après cela Tang.j7=^ ; d'où l'on voit que le poids i croissant de 
haut en bas , de ces sortes d'échelles , en permettant de leur donner 
plus de pied , contribue ainsi à assurer leur stabilité (*)• 



QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problèmes de dynamique^ 

I* JLIoNKER la théorie du mouvement d'une échelle ^ posant , par 
son extrémité Inférieure , sur un pavé horizontal , et appuyant, par 
son extrémité supérieure » contre un mur vertical , en ayant égard 
au frottement ? 

IL Trouver les formules du choc direct de deux corps imparfa!-- 
temént élastiques , pour le cas où ces deux corps n'ont pas un même 
degré d'élasticité? 



C) Le Rédacteor des Armées a reçu pltuieurs autre» solutions du même pro- 
blème qui différent toutes entre elles et de celle-ci. Il a donné la préférence à 
celle qui lui a . paru être appu^rée sur la doctrine la plus saîne. Mais si les auteurs 
de celles qu'il supprime jugeaient qu'il s'est trompé dans son choix , il s^m- 
presserait d'accueillir et de faîre aussitôt valoir leurs réclamations. 

... j. X), G, 



■ 



TomuVni?\an.ttlpa^i6 



■p.iCS-'i^i. 




p. 1^6-101. 
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QUESTIONS JIÉSOLUES. 

Solution du dernier des deux problèmes de géornétrie 
proposés à la page 36 de ce çoliime ; 

Suivie dune théorie des polaires réciproques ^ et de 

réjîeocions sur léliinincuion ; 

Par M» PoNGELBT^ capitaine du génie ^ ancien âève d« 

l'école polytechnique» 



JlROBLÈME. Quel est le lieu du sommet d^un angle metile ; 
de grandeur invariable , perpétuellement circonscrit à une section 
conique? 

Quelle est la courbe enveloppe de la corde de contact , variai/s 
de grandeur ^ de cet angle mobile ? 

Ce problème , comme on le voit par Tënoncé , ae partage en 
deux autres- très-^llstiacts , et qu'il convient de traiter séparément ; 
je. commencerai par le premier ^ qui parait le plus facile ; c'est-à-^ 
dire , par celui où U s'agit de trouver le lieu du sommet de Tanglr 
mobile et invariaUe de grandeur p constamment cicconsctit à une 
section conique* 

I. Supposons i afin d'embrasser tous lef cas , qpe fa eùwiXm 
donnée soit rapportée il l'un de ses sommets, comme origine p le» 
Tom. rill^ nJ" ru, i.^'jianvier 18*8. a* 
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axes des x et des y se confondant Tun iveo l'un des axes de la 
courbe et l'autre avec la tangente à son e^^trémité. Son ë<]uattoa sera | 
comme on sait , de cette forme 

' Appelons #'» A les coordonnées variables Am sommet de Tanj^a 
constant circonsârlt à la courbe ; désignons par m y m' les tangentes 
tabulaires des angles que forment avec Taxe des x les deux côtés 
de cet angie , et soit enHn k la tangente tabulaire de Tangle donné 
^e ^iwftt fâîre ces deux côtés Tun avec Tanlre ; nous aurons, d*apràs 
l'énoncé du problème , cette ppemière é^cmliOD de condition 

Parmi les divers moyens de faire trouver m ^ m' ^ en fonction 
des coordonnées n , /i , il n'en est point^ de plus simple que celui 
employé par M. Lefrançais ^ à la page io5 de son Essai de 
géométrie analitique. !Nous le rappellerons ici en peu de mots, en 
l'appliquant au cas particulier quri nous occupe. 

*Qu*on imagine une droite quelconque passant par le point (#; /l), 
^t ayant par conséquent une équation de cette foripe 

V 

'ellie rencontrera , en gênerai , la seeUan coniqae endeox -points, 
dont .on obtiendra les abscîssies ^^en combinunt* soni équation (3) avec 
Téquation (i) de cette courbe: Eb exprimant «nsuite que las cdeux 
Taélnes de réqtration à ^m^elie on sera^ parvenu sont' égafea ; on 
obtiendra une équation de condition , qui indiquera ^idemmenr qu« 
la droite en question est devenue tangente à la courbe ; et cette 
équation étant en V* , ^ , m et des constantes , donnera précisément^ 
pour tesi deux ralbUrs de w ; fes valeurs cherchées m ^'tn\ 

* • l \ \ 



N 



RESOLUES. lo^ 

'Ëilminant donc y , entre les équations (i , 3) , puis écrivant que 
les deux racines de la résultante en x sont égales , il viendra , toutea 
réductions faites 

en désignant donc par m y ;n^.les deux racines de cette équation ^ 
on aura 

4^/S'— B« 

retranchant la seconde équation du qoarré de la première , il viendra , 
en extrayant la racine qgarrée 



on aura «n outre 



Am^+Bm ' 

» • 

, _ 4-<(-»+^»)+4B— B« 

aubstitaant donc ces vatears dans Tëquation (a) , H Tiendra , en 
quananl 

D'apris les conditions du problème , k est «ne quantité 
eonstante et dbnnëe. L'ëqoatfon qui précède fournira done Im 
Système des valeurs de # et /i qui répondent arux sommets* des angle» 
égaux . circonscrits à la section conique , et sera par conséquenl 
l'équation même de la courbe cherchée (*)» 



ttm^ 



(*) Si Toir suppose qu» cette oourbe eil ue ellipie « et »i » pamr plut df 
wpubmy ^en • iraiwpoMS ViguAmt à ioa eeatre , en prenant pout as» tf^a^êàm 
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IL Cette courbe est, comme on le voit « du' quatrième degré, 
et^ il est aisé de s*assurer , par un ^mplo déplacement de l'origme 
sur Taxe des s , qu'elle est concentrique avec la proposée ; maia 
c'est à quoi nous ne nous arrêterons pas , non plus qu*à discuter 



et al , de plus , on désigne par m l'angle constant donné ; l'équation de la courba 
demandée sera 

4(**;c»+tfy— tf'3*)=(jr*+/»— lï»— ^*)*Tang.»-. 
Pour passer de U à Phjperbole , dont Te'quation serait 

M «affira de changer b* en "r^* , dans l'^nation ci-de<mu , ce qui donnera 

<^(***»— tf Y»— tf »3*>K;r^4:y »— i»»+*»)»Tang.V=: o . 

Enfin, pour la parabole dont Téquation aeratt 

it tufira ^ dans re'quaiion (4) du t^zte de ûôre Axu^ , Bssum^ , et qui donne» 

4(y'— 5/?^)=(2^47>)*Tang.*# . 

Pdisqae Tang.* n^entre qu'an quarré dans ces équations , â en isésube qu'elles 
conviennent également au cas où l'angle « serait égal â un angle donné et à 
c»lui 4>i\ il en. serait le supplément ; et comme | excepté le cas où cet angle 
donne serait droit , les courbçs décrites par les sonunets des deux angles mo- 
biles doivent évidemment être essentiellement dlMmctes ; il Vensult que notre 
équation du quatrième degr^ appartient k deux courbes. Il est de pHis «évident 
que, poor Fellipse, par exemple, les deux couibea doivent être concentrique 
avec la propoaée « qu'ellea doivent être dea courbea ferméea , una aucune -sorte 
4*i«dezion } d'oh Tpn poiu^t être lenié d'inTérejr que ce ao^t dci» e^pKa ^ 
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ton cours et ses proprîdl^s. Nous nous bornerons à parcourir , d'une 
manière succincte , les cas particuliers « déjà connus , où son équa- 
tion s'abaisse au second degré, et représente , par conséquent , une 
section conique (^)« 



données par une même ëqualion* Maïs , outre qu^Il faudrait pour cela que Yé^ 
quatlon fâl résoluble en deux i acteurs rationnels du second degré , il est très- 
aisé de prouver directement qu'il n'en est point ainsi." 

Si , en efFét « dans l'équation qui répond à l'ellipse y on fait successivement 
^ et « égaux à zéro , il viendra 

«4T»ng.>«^!i{a6>-f-(AH-^)'I'ABS**«}«'+ {44i'i*+(fl»+5»)*Tang.>«}s=p , 



X4Tang.>«— a[aaH*(«H^O'^ang.>«}x'+{ 4â'i>+(a>-H^)>Tang.>«}=so , 

9 

\ 

d*ou l'on tirera ces quatre valeurs de jc et de jr 



^— i/a'Sin.'|a+^»Cos.»iM ^— v/a*Cos.>fK4^»Sin,«> . 

Sin.f» * Cos.^ ' 

Tels sont donc les deux demi -axes des deux courbes» 3i dope ces courbes 
étaient des effipses , leurs éqaations seraient 

j?»Sîn^«> ^»Sin.4is 

i0^SjQ.4«-H>Gos.4» *^ **Sin.»i*4-fl»Cos.«> *^ ' ' 

. flg»Cos.^^ji . y*Coà.^m _. >. ~ 

ii*Co8.H-+*'Sin.4- **Cos.>i«+a»Sin,H» ~ * , 

Or 9 il est aisé de se convaincre qpe le produit de ces deux équalioos n'éqoi'l 
vaut pas à la proposée* <^* P» G. 

O y^jet un Mémoire de LahibB | dans le volmne dé rJUadimie royaU 
i$g nkm9s de Paris , soxat 1704. 

i Ifçle d9 TauUury. 
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i.^ SI Tangle mobile circonscrit est nul ou ëgal h deux droits; 
ce qui arrive lorsque ses deux côtds se confondent ; la constante k 
est nulle aussi ^ et Téquation ci-dessus devient 

•'est-2i-dlre , Tëquatlon même de la section conique ; ce qui est 
d'ailleurs dvident (*). 

2.^ Si la courbe donnée est une circonférence de cercle , A sera 
égal à Tunité , et Tcquation (4) deviendra , en développant et or* 
donnant par rapport à i5*+«*+5«, 

i6A»((»»+-»+5»)*-85*(2+A»)(^*+-»4-5«)+A*5*=o ; 
d'où oo tire 

équation qui représente le système de deux circonférences concen- 
triques avec la proposée » comme cela était facile à prévoir. 

3.^ Si Tangle invariable est droit , h sera in£ni » et l'équation (4) 
deviendra 

c est réquation d*une circonférence) de cercle » concentrique k la. 
section conique donnée. En supposant que A soit nulle dans cette 
équation , auquel, cas Fëquation (.1) de la section conique donnée 
devient 



(*) Dans le cas oh & est .nul , on satisfait encore i Téqnation C4) en posant 

4^V4-V)^^i?«— B*=oo ; 

c{eit . r 4g«MlM ^fWnei ciccoDCMenee copcentrique srec k.tf^etion.comqvt^ apnt 
on rajon infini. Ccst qu^alors les deux cAtës de l'an^jb. in^anaUe çirconêcnl 



rwOUki. J.B.G. 
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y^+Bxzso , 

et représente une parabole , elle se rédyit à cette forme encore 
plus simple 

c'est dvidemment rdquatton de ja dlrectriee luâme de cette parabole. . 

4»^ Sx j enfin, sans rien statuer sut la valeur dé ^ , oii suppose^ 
coromB dans le cas qui précède , que la courbe donnée soit une 
parabole , et que p^r conséquent A «oit égal à zéro , Téquatio» 
générale (4) deviendra , en l'ordonnant , 

^■— **«*-^ «- « r- =0 ; 

a ib 

équation d'une ^yperiole dont le grand axe ^e CQnfon4 g povr «a. 
direction , avec celui de la parabole ^^nn^e ,■ e.4 qui àfi ptus a 
l'un de ses deux foyers en commun avec la p^r^bole , cotemtxeU 
a été énoncé à la page 13 du présent voluiAe. 

Pour prouver cette assertion, proposons - nous de recfaercb«r les 
foyers de l'byperbole dont il s'agit. 

On sait qu'un des caractères du foyer d'une sectiûn conique, 

quand elle est rapportée à son grand axe icomme axe dé^ aèticîsse^ , ^ 

est que sa distance à un poiùt quelconque de ki courbe tst ui)e 

fonction rationnelle et entière de l'abscisse correspondante. Noitomant 

donc y* la distance inconnue de ce foyer it l'origine , on aprà ^ en 

faisant attention à l'équation ci - dessus de Tbyperbole' ; on auraf , 

dis-je , pour la distance de ee point à un point quelconoué («V i*) 
de cette même courbe. 



' 1 



Cette ^ptMiten «de fi#ut être rationnelle , à moins que la quan* 



ao8 QUESTIONS 

tîtë 5oas le signe ne soU un quarrë parfait ; / doit donc élre telle 
qu'on ait 

(v+/>.'-±ii)-=«.+*-)(/-+^) . 

aOy en développant et ordonnant 
d'où on tire pour / ises deux valeurs 

dont la première est évidemment Tabscisse du foyer de la piiraBoIe 
donnée ; donc , en eiFet , ce foyer est aussi un de ceux de Thy-^ 
perbole qui nous occupe. 

Pour compléter le rapprochement entre ces deux courbes,, nous 
allons faire voir qu'elles ont une directrice commune , correspon- 
dant précisément au foyer ci-dessus. 

lia directrice d*une section conique , répondant a Tun de se$ 
foyers , n'est autre chose , comme Ton sait , que la polaire même 
de ce, foyer \ ce caractère la ^tinguant de toute autre droite tracée 
5ur le plan de cette courbe , il parait convenable de la désigner 
par l'expression de polaire focale qut en rappelle la nature d'une 
manière plus complète et plus absolue que le root commun et gé- 
nérique de direcirUe p et c'est ainsi que nous en userons dans ce 
fui va suWre. Afin de déterminer cette polaire , dans te cas actuel 
de rhypevbole trouvée , soient x^ ^ y^ les coordonnées d'un point 
quelconque , considéré comme pôle ; l'équatioir dé la polaire qui 
lui correspond sera évidemment {^y 



O Idf comme daiM tout ce qui va suivre, je suppoie que ron aîl une 

Bpistaaoc, par&ite de la Théorie anaUtiquê des pàhs , exposée par M. GBaCOnVBi 

è la page ag^ du tOBM UL"»* de ce recueil 

( lb<r de tmOatr > 
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SJ Ton y substitue pour^^ et s^ leurs valeurs o et — — , qui appat« 

4 

tiennent , comme -"nous l'avons vu cî-dessus , au foyer de Thyper- 
bole qui lui est commun avec ia parabole donnée , elle deviendra 

4^ — Bzzo J 

ëquation qui appartient prëcisëment à la polaire focale de la pa- 
rabole dont il s'agit , comme on s'était proposé de le démontrer. 

III. Passons maintenant à la solution de la seconde partie du 
problème proposé : celle où il s'agit de trouver la nature de fa 
courbe enyeioppe de la corde de contact de Tangle mobile et 
constant circonscrit , dans toutes les positions de cet angle.- 

Je remarque d'abord que la corde dont il s'agit n'est autre chose 
que la polaire du sommet mebile («>/>)# et que de plus la courbe 
que parcourt ce sommet est déjà connue par ce qui précède } 
d'où il suit que la question se trouve naturellement ramenée 4 
celîe-cî :* 

Le pôle iFune section conflue étant assujetti â parcùUTir mre 
courbe donnée^ quelle sera la courbé enpeloppe de la polaire dt 
ce point , dans toutes ses positions ? 

^ On trotsve facilement , par la théorie des pâtes , que ^ pour Ta 
courbe (i) « k polaire qui répond à un point («i #) a pour féquatioi> 

2fy+{zA^^B)x+Bm=o . (5> 

Dans cette équation, f est une fonction de mj en vertu de réqm^- 
tion (4) ; or y d'aprè» la théorie des enveloppe» {^) , quaiKl une 



(*) Voyez la page 36i du troiiième velume de ce recueil.- 



' 
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ligne varie en m£me temps qa^ua certain paramltrê , qnl enire 
dans son équation , oo obtient une nouvelle relation , appartenant 
au point corxespondant de l'euTeloppe , c'est-à-dire , appartenant 
an point où la touche cette ligne , en différenciant son équation , 
par rapport à ce paramètre , comme variable , et regardant les 
coordonnées courantes comme constantes. Différenciant donc l'équa- 
tion (5) par rapport à • , et laissant s et y constantes , U viendra 
Guette nouvelle équation 

d/i 

qui servira | conjointement avec celle ci-dessus , à donner les coor« 
données sp ^ y ^ d'un point de la courbe cherchée , quand • , /i et 

d/s 

-7- seront connus 

dm 

da 
On obtiendra la valeur de -7* , en différenciant l'équation (4) i 

par rapport à « et /i , ce qui donnera 

Substituant cette valeur dapf l'équation trouvée ci - dessus « elle 
deviendra 

T- 54^**[4^(#'+*')+4»— i'I-^^'Ho . (6) 

Cette dernière équation et l'équation (5) devant , d'après c^ qui 
précède , donner conjointement un point (jr , y) de la courbe cher- 
chée , quand on y mettra , pour m el fi j des valeurs qui conviennent 
i^ l'équation (4) ; il s'ensuit que , en éliminant « et /i entra ces trois 
équations , on obtiendra » en ^ et jr ^ l'équaUon même de cette eeurbet 



RÉSOLUES., ail 

ly. A ne consulter que le degré de cliactine de cts ëq^ations^ 
on voit que Tëquatlon finale pourrait 3'ëlever jusqu'au trente- deujeièmê 
degré ; et , en supposant que l'équation linéaire (6) ne se comporte 
que comme une équation du premier degré , ce qui est assez pro- 
bable , on voit que cette équation monterait encore au seizième 
degré. Il serait , à ce que je crois , long et pénible d'eHectuer en 
toutes lettres cette élimination, à cause des facteurs étrangers qui , 
comme nous le verrons plus tard , pour un cas parfrculier j com-* 
pliquent nécessairement le résultat final auquel on doit parvenir. 
J'avoue que je n'ai pas eu le courage de l'entreprendre , quelle que 
fût d'ailleurs ma bonne volonté de le faire. 

Cependant , comme c'est une question fort intéressante en elle- 
même que celle de trouver , en général , quel est le degré de la 
courbe sur laquelle roule la polaire d'une section comque , quand 
le pôle parcourt une courbe de degré donné , et réciproquement ; 
j'ai été entraîné à faire les recherches suivantes qui , je Tespère p 
pourront dédommager en pjirtie le lecteur de Tattention qu'il aura 
bien voulu donner à l'ébauche infructueuse que )e ' viens de lui 
offrir. 

V. Avant d'entrer en matière , Je rappelle , pour Hutelligenee de 
ce qui va suivre , ce théorème général , emprunté de la théorie dea 
pôles : 

Si un certain point est situé sur une ligne droite ^ trMée dans 
le plan dune section conique , sa polaire passera par le pélè de 
cette même ligne droite. 

Soit m le pôle d'une certaine droite , assujetti \ parcourir une 
courbe quelconque , tracée sur le plan de la section conique qui 
sert de directrice ou à' intermédiaire \ st Ton suppose que ce pôle 
« se déplace infiniment peu de sa position primitive sur la courbe 
parcourue \ c'est-à-dire , sur celle qu'il est assujetti à parcourir , il 
n'aura pas quitté la tangente en ce point de cette courbe; d'un autre 
côté , sa polaire , d'après le théorème qui précède , n'aura pas quitté 
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non^plus un certain point fixe , qui est le pôle même de la tan- . 
gente en question* Or y ce {)oint est précisément celui où la po- 
laire de « touche la courbe enveloppe , puisqu'il est ^ par hypothèse » 
le point d'intersection de deux tangentes consécutives de cette courbe; 
donc y de môme que chaque point de la courbe parcourue par le 
point m peut être considéré comme le pôle d'une certaine tangente 
de Tenveioppe , pareillement , chaque point de cette dernière peut, à 
son tour , être considéré comme le pôle d*une certaine tangente à 
la courbe parcourue. 

Il résulte de là qae les deux courbes dont il s^agit jouissent de 
propriétés réciproques , à Tégard de la section conique qui leur sert 
d'intermédiaire ou de directrice commune j c'esi-a-dire , que la courbe 
parcourue peut être considérée , à son tour , comme enveloppe com<^ 
mune des polaires des divers points de Vautre , et pice versa ; on 
peut donc appeler Tune de ces courbes la réciproque de l'autre ; 
et y comme chacune d'elles peut être considérée comme le lieu 
des pôles des élémens de sa réciproque , on peut , pour plus de 
précision encore » l'appeler sa polaire réciproque. Cette dénomina- 
tion permet d'expriieer ainsi , d'une manière très " abrégée , les 
eonséquences des remarques qui précèdent. 

Isa polaûre réciproque étune courbe donnée , sur le plan d'une 
section conique i est à la fois le lieu des pôles de toutes les tan-* 
génies à cette courbe , et V enveloppe 4^ f espace parcouru par les 
polaires des points de cette même courbe^ 

JEa langage ordinaire « celte proposition s'exprimerait ainsi ; 

Une courbe quelconque étant donnée sur le plan d'une section 
conique ; celle sur laquelle roule y dans son mouvement , la corde 
de contact de Vangle mobile et variable circonscrit à cette section 
coniqne ^ dont le sommet parcourt constamment la courbe dpnnée^ 
est aussi celle que devrait décrirp le sommet d'un autre angle 
mobile et variable , circonscrit à la section conique , pour que 
T enveloppe de F espace parcouru par sa corde d$ conta ft fi^t la 
première courbe éUe-mémc. 
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VL Supposons actuelUment , afin de reconnaître quel est le 
de^rë de la polaire réciproque d'une courbe donnée , que Ton trace 
arbitrairement dans son plan une ligne droite quelconque ; cette 
droite la rencontrera, en général , coname Ton sait ^ en autant de 
points que son degré renfermera d'unités. Or, d'après ce qui pré- 
céda , chacun de ces points est le pôle d'une certaine tangente à ^ 
la courbe donnée; et ^ par la théorie des pôles (V), eette tangente 
passe nécessairement par le pôle de la droite arbitraire ; doiic celte 
dernière rencontrera la polaire réciproque dont il s'agit en autant 
de points qu'on pourra , par son pôle , mener de tangentes k la 
courbe donnée. La question se trouve donc ainsi ramenée à cette 
autre. 

VIL Combien , éTun point donné arhitrairement , sur le phn 
aune courbe quelconque , peut - on mener de tangentes à cette 
courbe ? 

Dans le cas où la courbe est transcendante « on sait qu'en gé« 
oéral on peut lui mener , d'un point donné , une Infinité de tan- 
gentes réelles ou Imaginaires ; 'donc , la polaire réciproque qui lui 
correspond sera susceptible d^ètre coupée eà un pareil nombre de 
points 9 réels ou imaginaires, par une droite arbitraire traeée dans 
son plan (VI) , et sera par conséquent transcendante elle*- même 
comme la proposée ; mais ee n*est pas là le cas qui nous Intéresse \ 
passons donc ià celiil où la courbe proposée est aljgébrique* 

Dans ce cas , en désignant par m le degré de la courbe dont 
il s'agit \ le nombre des tangentes possibles ^ partant d'un même 
point , sera fini ; et , sulrant Waring (^) , Il ne^^aurait surpasser 
le quarré de m» Mais nous allons faire voir que le nombre effectif 
de ces tangentes est , en général , et au plus m{m'^i) , ee qu» 
diminue de m le nombre indiqué par ce géomètre. 



Mtcellancm analiticm 9 page ioo« 
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Supposons t en e/Fet , qu'on mette en perspective la courbe et 
le point donnés , de manière que ce point soU situe a une dis- 
tance Infinie; les tangentes, au lien de concourir , deviendront alors 
parallèles ; de plus , le degré de la courbe n'aura pas varié , non 
plus que le nombre des tangentes , puisque chacune des tangente» 
de la figure primitive se trouvera remplacée par sa perspective* 
Il suffira donc de démontrer le théorème énoncé pour le cas par- 
tlculler où les tangentes doivent toute» être parallèles à une même 
droite donnée. 

Le coefficient différentiel du premier ordre — , d*ane courbe 

quelconque étant l'expression même de la tangente tabulaire de 
Tangle que forme avec Taxe des x , la tangente au point corres- 
pondant de cette courbe ; il suffira , dans le eaa actuel , d'écrire 
qae cette expression est égale h une q,nantlté donnée et cons- 
tante (^) ; ce qui fournira une équation de condition , laquelle ex- 
primera la relation qui doit exister entre les coordonnées des points 
de contact cherchés ; et servira par conséquent « conjointement avec 
celle de la courbe donnée, à déterminer tous ces points de contact» 
Or , l'expression du coefficient dlfTérentlel d*une courbe du degré 
m f est une fonction dont le numérateur et le dénominateur ne 
sont évidemment que du degré m — i C*) ; donc Téquatlon de con- 
dition dont il s'agit sera elle-même du degré /ti— i ; et réllmina- 
lion de x ou de y, entre elle et la proposée, du degré m , con- 
duira 1^ une équation finale qui ne s'éièvera, au plus, qu'au degré 
i9i(m— i), comme cela résulte des théories connues. Donc , finale- 



O On pourrait même écrire qu^elIe est nnlle , en prenant pour axe des M 
la drcdte à laquelle les tangentea doivent être parallèies. 

J.D G. 

{**) Dans l*hjpot)ièse de la «oie précédente 9 on n*aurait que le numérateur 
aeiilaBMDt à considérer* 
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ment , on ne saurait mener à une courbe plus de m{m — i) tangentes ^ 
par un polut sîtuë comme Ton voudra sur son plan. 

Dans la démonstration qui précède y nous n'avons fait usage des 
considérations de la perspective que pour abréger ; Il ne serait pas 
difficile de démontrer le principe que nous avons établi , d'une ma- 
nière directe et tout-à-falt algébrique ; mais , cela nous aurait en- 
traîné dans quelques calculs que , bien qu'ils soient fort simples ^ 
nous avons «préféré épargner au lecteur. 

YIII. L*équatIon de condition dont il a été question cl - dessus , 
étant en général du degré m — i , entre les coordonnées x , y des 
points <le contact , représente évidemment une courbe du même 
degré qui coupe en ces mêmes points la courbe proposée. SI > par 
exemple, celle-ci est une conique , on aura ;72<— i:=i ; d'où il suit 
que les points de contact , au nombre de deux seulement , se trou«- 
veront sur une certaine droite ^ qui sera évidemment la -polaire du 
point de départ des tangentes. Si la courbe donnée était du troisième 
degré , le nombre des points de contact serait sis^ et la courbe 
qui couperait la proposée en ces points serait une section conique. 
Ces deux courbes , la proposée et celle qui la coupe suivant les 
points de contact des tangentes issues d^un même point, jouissent « 
en général , de propriétés nombreuses et remarquables ; mais ce 

serait sortir du sujet qui nous occupe que de les faire connaître 
• • 

ICI. 

IX. Nous venons de voir que , d'un point pris à volonté sur 
le plan d'une courbe géométrique du degré m , on se peut mener 
plus de m{m — i) tangentes II cette courbe ; donc (YI) la polaire 
réciproque d'une courbe donnée , de degré m , ne pourra être ren- 
contrée , à son tour, en plus de in(i7i— i) points , par une droite 
quelconque , tracée arbitrairement sur son plan ; et tel sera par 
conséquent , en général « le degré de cette même courbe. 

Prenons , pour exemple particulier , le problème qui fait le sujet 
de cet article. Nous avons vu (I) que le sommet mobile de l'angle 
constant , perpétuellement circonscrit à une section conique donnée , 
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parcourait , dans toutes ses positions ^ une courbe du quatrième cTegrë; 
donc , dans ce cas , le degré de fa courbe envek»ppe de l'espace 
parcourue par la corde de contact ne saurait être an plus que 
4(4'~î/='2; ce degré pourra d^aïUeurs ôlre moindre , attendu que 
la courbe parcourue par te sommet de l'angle n*est pas la plus 
générale de son degré ; mais , tu la complicahon des éliminations 
& efFectuer (IV) , c'est déjà quelque chose que d'avoir prouvé que 
la courbe demandée ne saurait être d'un degré plus élevé encore. 

Quoique la réciproque d'un«î courbe donnée soit en général du 
degré' m{m — i), quand le degré de celle - ci est m , on ne peut 
cependant fui mener , d'un point pris arbitrairement sur son plan ^ 
que 772 tangentes au plus; bien qu'il semble ^Vll) que le nombre 
des tangentes possibles , pour une courbe de ce degré soit m{jn — i)» 
\m{m — r) — i]. Mais c'^est que cette courbe n'^est pas générale, c'est- 
à-dire qu'elle est d'une espèce particuHère y parmi toutes celles du 
mémo degré ; et qu'une courbe dû degré m n'a pas toujours né- 
cessairement mirn — i) tangentes possibles conx^ourant en un même 
point y pris à volonté sur son plan. La parabole cubique , par 
exempte ^ n'a au plus que trois tangentes « soit réelles, soit ima- 
ginaires y pnssant par un point arbitraire , quoiqu'une courbe da 
troisième degré pufsse en général en avoîr six , comme nous l'avons 
vu ci-dessus. On peut s*assurer toutefois que , même dans ce cas 
particulTer, ta courbe de- contact ^sX. encore une section conique , 
eomme dans le cas général ; mais sa nature et sa situation sont liées 
\ celles de la paraboTe cubique de manière à ne couper celle-ci 
qu'en trois points au plus. 

'X. La dépendance intime entre une courbe domiée et sa polaire 
réciproque est extrêmement remarquable , comme on a pu te voir, 
par tout ce qui précède; nous ajouterons de plus, pour compléter 
ce rapprochement , i.® qiie tes points d^inflexion de Tune corres- 
pondent aux points de rebroussemenf de Tautre , et réciproquement; 
a.® les points situés à l'infini sur t'urre correspondent aux points 
de contact de Tautre avec les tangentes partant du centre de ta 

section 
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section conîqae directrice ; 3.° ces points de contact sont prëcîsëment 
les pôles des asimptotes de* la première ; et ces mêmes tangentes 
les polaires des points situés à Tinfini où ces asimptotes la toa« 
chent; 4*^ quand la proposée a une ou plusieurs branches para"' 
holiques , c'esit-à-dire , une ou plusieurs branches dont les asimptotes 
sont entièrement à Tinfini , la réciproque a un même nombre de 
branches passant par le centre de la section conique directrice; 5.^ 
cette réciproque est ouverte ou fermée , suivant que de ce centre 
on peut ou on ne peut pas mener des tangentes à la courbe dont 
il s'agit ; et le nombre de s^ branches infinies est précisément 
égal au nombre de ces tangentes possibles ; 6.^ les. points multiples 
de la courbe donnée , sont les pôles des tangentes communes à la 
fois à plusieurs branches de la réciproque ^ et précisément à ua 
nombre de branches marqué par Torvlre de multiplicité des points 
dont il s*agit. Les points de contact de ces sortes de tangentes sont 
4es points singuliers très-remarquables dans les courbes, en général; 
et Ton voit qu^iri ces points de contact sont les pôles des tangente» 
aux points multiples de la courbe primitive ; 7.® etc» 

Toutes ces conséquences découlegt naturellement des articles V* 
et YI qui précèdent , et. il me parait inutile de m'y arrêter davan- 
tage. Je terminerai ce que )e me proposais de dire sur les polaires 
réciproques , en faisant connaître , au moyen d'un ejiempte particulier , 
assez remarquable , le parti qu'on en peut tirer , pour la rechercha 
ou la démonstration géométrique de certaines affections des lignes 
courbes , en général ; voici cet exemple : 

XL Deux courber géoméinques , Pune du degré m , et Fûu/rt 
dm degré n , étant tracées sur un même plan ; le nombre des 
tangentes qui leur sont communes est en général et au plus 
inn (m— ^ I )(n— • I % 

Pour le prouver , traçons , dans le plan de ces deux courbes ; 

une section conique quelconque , et regardons^la eomme la direcCriee 

ironmune aux polaires réciproques qui correspondent aux deux pre» 

mières ; ces polaires seront (IX) en général , l'oDe du degré 173(01—1) 

lom. rUl. 3j 
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et TauCK du degré ii(ib— i) ; donc ces courl>e8 se couperont t ^bs 
général , en I7iit(i7i«-i)^/i— i) points* Or, chacun d^ ces points^ 
en tant qu'il appartient à Tune des réciproques ^ est le pôle (V) d'uofl 
eertalne tangente à celle des courbes données qui lui correspond » 
et en tant qu'il appartient i l'autre de ces mêmes réciproques, il 
est aussi le pdle d'une certaine tangente à la seconde des courbes 
données; donc^ un même pôle ne pouvant avoir quune seule et 
unique droite polaire , ce point d'intersection des deux réciproques 
sera précisément le pôle d'une tangente commune aux deux courbes 
proposées. De plus , il est visible qu'i son tour toute tan^^ente corn* 
mune i ces courbes est nécessairement la polaire d'un certain point 
commun aux deux réciproques ; d'où il suit que le nombre de ces 
tangentes communes sera précisément égal à celui des points d'in* 
lèrsection des deux réciproques , c'eswà-dire|i73ji(m-— i)(Ji— i)» comme 
on s'était proposé de le démontrer. 

Quant aux courbes polaires elles-mêmes , bien qu'elles soient d'un 
degré plus élevé que leurs correspondantes , elles ne sauraient évi<* 
demment avoir plus de mn tangentes communes » puisque leurs 
réciproques primitives , étant respectivement des degrés m et js , ne 
sauraient se couper en plus de mn points. 

Nous pourrions transporter les généralités qui précèdent dans 
l'espace , mais il sera plus convenable de descendre de ces mêmes 
généralités au cas particulier où la courbe doni^ée est une section 
conique , comme la direôtrice ; parce qu'il se rattache (II) au pro-» 
blême qui fait l'objet principal de cet article. Nous terminerons par 
rechercher , d'une manière générale , l'équation de la polaire réci- 
proque » pour ce cas particulier , tant parce que cet objet n'a point 
encore été rempli d'une manière purement algébrique , que pour 
faire connaître la cause de la complication des équations du pro* 
blême général qui nous a occupés dans l'article III. 

XII. Nous avons vu ei-dessus (VI) que le degré de la polaire 
réciproque d'une courbe donnée est , en général , égal au nombre 
des tangentes que l'on peut mener d'un point quelconque à eetta 
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dernière ; oti dans U cas arluel dTune section eomque^ te nombre 
de ces tangentes est vîsiUemeiit deux ; et il n*est pas besoin , pour 
cela /de reeoarir à Tarticie VU ; . donc la polaire réciproque d'une 
section conique donnée est eUe-mèine une autre section conique j 
ee qu'dn peut aussi (V) énoncer de cette autre manière : 

Si le pôle d^une seetien conique se meut , sans cesser d'appartenit 
à une autre section conique , sa polaire ne cessera pas non plus 
de toucher une troisième section conique , différente des deus 
premières. 

£t réciproquement , 

Si la polaire d*une section conique se meut , sans cesser Jtitre 
tttngente à une autre section conique , stm pôle ne quittera pas 
non plus uno troisième section conique , différente des deux 
premières. 

Ces deux théorèmes rentrent ^ pour le fond , comme nous l'avons 
assez fait voir ^ dans ime proposition unique , qui ne dilFére pas 
de celle citée it la page i3 de ce volume. Le raiscmncment qui 
précède en fournit iine démonstration nouvelle , purement géomé- 
trique , et qui mé parait aussi directe que simple ; elle s'éteridrait 
avec facilité au cas où les sections coniques seraient remplacées 
par des surfaces du second ordre , situées arbitrairement dans Tes- 
pace , ce qui donnerait lieu au Beau théorème démontré pour U 
première fois par M. BeianchoK , è la page 3o& dn XIIL* cahier 
du Journal dé Fécole polytechnique. 

XIII. D'iaprès cequi a été dit ci-dessus ÇX), la polaire récîproqns 
d'une section conique donnée sera ouverte ou fermée^ selon que du cen* 
tre de ki section conique directrice on pourra ou on ne pourra pas mener 
dés tangentes à la section conique donnée. Il suit de là que cette 
polaire sera une ellipse^ une parabole ou une hyperbole, suivant 
que le centre de la directrice sera situé au dedans , dessus #u aa 
dehors de la section conique donnée. En remarquant , ei> outre p 
d'après le même article , que les points de contact dont il vient 
d*tfite question aont precUément les pôles des asimplotea de la 
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•t la pokîre focale corresppadaate, confondus avee^ cèAi^I de! ^cetlé 
ju^mfi courb^. . • •> » • 

!• Puisque la courbe parcourue dans le cas actuel n'ti aucune de 
aes tangentes passant par le centre de la parabole qui lui sert de 
'directrice , c'est-i-dire , n*a aucune tangente parallèle^ à Taxe* de 
«elle panabole/on en peut de suite- conclure (XIII) que k polaire 
récipnoque» qui lui correspond est entièrement feritiée^ et né saurait , 
par conséquent , être autre chose qu'une ellipse. Je dis de plus 
que cette ellipse a un de ses foyers et la polaire focale qui lut 
correspond en commun avec Us. deux premières. 

.En effet , si Ton se rappelle que , ^ak)s une section ironique 
^ueléonqut , la droite qui, passe par Ton > dés foyers, et celle qui 
Joînt lè pôle de cette droite avec le même foyer , sont pérpendî- 

r 

culairts entre elles, quel que sqit d'ailleurs celui è^s systèmes dé 
ces droites qu'on ait choisi en particulier; on pôiirra en «conclure, 
|>our le cas actuel , que ^ éi d'un point pris , «à' Volonté , sur la 
polaire focale commune i la' parabole et à Thyperbole pfbposëés j; 
on mène à. ces courbes quatre* tangentes', deux pour chacuikeVléâ 
quatre points de contaat seront situes , à la fois, sur une seule el 
même ligne droite , passant par le foyer correspondant , laquelle 
fera ëvidemment- la polaire 'de • ce même' point. Gela poïï^V'^PP^'^'^^ 
T le point, de la polaire focale d*où partent les tangentes (^) ; P ,P^ 

l^i.P^^"^^ de cpi^c^t appartenu^ .à la jcoubbe parcoarue , : c'est-à- 
dire , i rhyperbole ; D , D^ ceux qui appartiennent \ la courbe 
^ul sert.de diroGlme ,- V-eeè^«dire-, à -hr parabole 7- F^e'^byw com- 
mun à ces mêmes courbes; enfin, £, £^ les points où la ^droite 
PF' rëbedWtre la "fcoufbfe énVeîôppe , c'ési-V^ire rèllîj^seî îi ne scn| 
pas 'difficile de Voîr 1[V',';yï) que le point E de renyeloppe est \^ 
pôle de la tangente/ TP à la parcourue ;.,et par coqséquçAt , . qua 

". i. . > •• >. . . j *i ' ' ' 
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le poiot P de emfac* est , & son lotir , le pâle de la tangente éÉ 
£ i l'enTeloppe: or « le point P , dune droite PP^, a nécestàîre-^ 
ment pour palaiee (V^nne droite • passant par le pèle T de la 
pr<*iDÎiTe ; donc la tangente au point £ de Tenveiopiie passe par cm 
même point T ; ^t , icoinine la mc^nie cliose pourrait ae démeiitrer 
à regard de son corr^pondant E^ « il s'ensuit que , par rapport à 
la section conque enveloppe , considérée en elle*inënie et indépen* 
damment des deux autres » le point F est précisément le pèle de 
la droite qui leur sert de polaire focale eommoDe. 

]tf alnlenant , si Ton se reporte k l'oLaenration d'où Ton est parti » 
dans le raisonnement qui précède , on pourra en coneluse que re- 
lativement à la section . coQtqoe enveloppe » le point F est td que 
la droite £E^ , qui passç par ce point , et celle TF qui joint lè 
pèle de cette dernière au même point , sont perpendicnUres Tune 
à lautre , quelle que soljt d'ailleura la drmte EE^ qa'«a ak choisie , 
en particulier; ^r., il n'existe , comme Ton sait , sur le plan d*on# 
section cofiiqne donnée , d'autres points que les foyers mêmes de 
cette courbe ^ui jouissent d'une semblable propriété {*) ; donc le 
point F est en effet le foyer de l'ellipse enveloppe ; et par con* 
aéquent » cette ellipse a ce même foyer el ta pdaire focale 
^pi lui correspond , en commim , avec les deux autres sectîona 
coniques. 

'La preuMère de ces deux eocséqvencea a été avancée d^une ma<* 



O Cette propriété da foyer offre une parfiilte analogia avec une prapn^ 
liieD connue in centre du cercle » et me par<ittfaîc» pour cette raîtoot devoir 
Itre iobftiitiiee ans définîtîoi» pea naturelles , d\>& partent les anteuis de Gio^ 
mé|n#« atuMHfoe , pour parvenir à la détermination de ce point remarquaUs 
des sectioat coniqoes. Elle présente d'ailleurs Ta^anlage de permettre d^aboider 
le ^Mslîae d*«ne masiière -génénle » parement algArique , et de faire parvenir 
ainti , dans tous les cas possibles , à la déterminatioa directe dé ce foyer. Eu 
aaîfaot cette aMrdbai en trouve ^fteamie qa«Km pokas smsUaUes» xcmpUssànC 
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mire grttuke, it la page i3 de ce volume; et nous avons éxéhicn' 
aise d'en donner en passant la démonstration ^ sans faire usage' 
^'autres principes. q«e ceux exposés dans le présent article , et sans* 
même sortir du sujet principal qu'on s'y propose. Au reste y dn' 
pourrait démontrer , en suivant h peu près la marche qui précède » 
qu'en général la section conique réciproque d'une autre ne saurait 
avoir même foyer avec elle , et avec celle qui leur sert de direc- 
trice cofnmune , à moins que ces dernières n'aient , à la fois , même 
polaire et même foyer , comme dans le oa^ particulier qui précède* 

XV. Proposons-nous maintenant , pour terminer d'une manière 
eoniorme & ce qui a été annoncé cirdessos, de démontrer, d'une 
manière purement algébrique y le théorème .de l'article Xli ; afin de 
faire ' connaître 9 par un exemple particulier , en. quoi connsle* 1« 
difficulté que no.us. avons rencontrée (III , lY) ^ au sujet da degré 
de l'équation finale cherchée. 

Appelons , comme nous. l'avons déjk fait dans ces m^lmea articles ^ 
• y /i les coordonnées ceurantes de la section conique donnée , dont 
on veut trouver la polaire réciproque , afin de les' distinguer di^ 

- ' k ' 

paiement les conditions demandëes , sitoés deux i deux sur les axes 4e la cooiliei 
mais il arrive que Tuii de ces deux couples, qui correspondent respectivemené 
è ees axes , étant réel , l'autre de ces mêmes couples est par-|à même imagioaire, 
et par conséquent iocoDstruclibie ; conséquence remarquable , 'et bien diff&eBla 
de celle k laquelle on paryient par les voies ordinaires (f). 

( 2Vbis Je Pauiêur )• 

Cf ) Je «oit deveir r^tar kl , ce qoe f d die ailtcBn ^ sur ce isjei. La «irtlfc li 

pins générale , la plus aatlitSqve et la pins lécende à la fois de détanaûisr les fbjen et 

polalrat leaalcsdsf sectioiif coBt^Cf 9 aie paraîtrait être deIralistItMr aax coordôaiiib pa* 

rallélef k deox axes fixes, soit les distfocef à des points fixes arbitraim» soit la- distance 

I im de cet points et la distance à nae droite fixe , également arbitra^ ; et de profiter easnic^ 

des constantes indéterminées que cette transformation introduit dans Téquation de Ja courbe p 

pmé rendre' oêtfe éqnuton la ptos simple possible. Cette mé^ode « qnl ne snppoie absoInmcaC 

wcnae propriété de la courbe antérienremeat coonne , aurait sur -tout rarantags df 

lavoir tee appllq née ft la recbescfte des poiats et lignes remarquables des cenrbet des degrés 

sapérienn ; mais 11 est lost^ k cnladie qu'àniMa des IliminStHwii labeiiensef qB*elle ed|r# 
m\îm am ini| iaauls adonié^ 
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celles àe la section conique qui sert de dîrc'ctrice ; en désignant 
celles-^GÎ y i rordinalfe , par j? , y» Puisque l'une et Taulre de ces* 
dei^x courbes sont du second déféré » nous pourrons représenter^ 
en général , Téquation -de la première par , 

et celle ^ue" la seconde par 

• •;. ^ ' • .1 . ^. •■ ^ 

Diaprés Tes conditions; du pro]>lèroc y la réciproque 4^ fa courLe 
donnée {x) doit étne telle 'i(}ue 'clîàetine de ses tangentes ait préci- 
sémeht . pour pôle uri^ point (« ; fi) de cette dernière ; mais on trouve 
fàcilemeiM (fue l'^éipiàtlcMi de ta polaire d'un point («, /b), par rapport 
3éI U courbe '<^) ,f test . > i; , 

ou 

tdle. est .donc aussi, celle d'une tangente à; la. eourbe cheréhée. 

En ^a dlfF<'rentîant , pnr rapport à « et /^ seuls [*) , #t laissant 
S fil y constans, suivant Tesprit de la tbéocie. des enveloppe» (UI)» 
la , nouvelle éqjuatlon i 

ainsi obtenue , af>part tendra , avec la première , au poînt oiSi la 
droite que .celleTci représente touche la- eourbe enveloppe , c'est- 



(*) On pobrraît 9 ilans'le cas actuel , se passer aisément Ja secours du calcid 
dTSérèntiel » en faisant 'â|ten(ion gue le pomt de contact cherché est précisément 
ID ^^ p6îe d^une ûn^nte correspondante de la courbe, donnée ; mai* . «oui 
JLVona préféré nput rapprocher de la marche suivie ^ /'article III , a&n de rtodst 
immédiatement app}içables au cas général de cet-, article les obserrations que 
|ioas.auroi3^. ^, i^ij.daQS le cas parlkniier q«î iKms occupe* 

ilhtÊ Je routeur \ * 
•^ ^ '• à-dire l 



RÉSOLUES. Î25 

îi-dire la courbe cliercliëe. En y substituant la vakur de — . tirée 
de l'ëquation (5) , elle pourra prendre cette nouvelle forme 

Le système des équations (a) , (b) représentant un |[)oint quelconque 
de TeOTeloppe réciproque , quand on attribue h h et fi des 
valeurs qui conviennent à Téquation (5) , il est visible qu'on ob- 
tiendra Téquatlon m^me de cette courbe , en éliminant m et fi entre 
ces trois équations* £n faisant , pour rendre cette élimination plus 
facile 

I : ' • • I 

celles (a) et (b) deviendront respectivement ; en les ordonnant ^ . 

(ip^^aç]fi+(cp-^ç)ii+âp'^dç:=io : ' 
On tire de là 

•tt ^ en faisant de nouveau , pour abréger, 

df^ir^^ep^:sB , €p*^^2tpç+ûf*^=sD. > 



«ra -f* — — , fi — . 

Substituant .ces expressions à la place de • et ^ ^.dans.Féquation (s) ; 
cbassant les dénominateurs , développant en particulier les termes 
non affectés de D y les ordonnant par rapport à B , observant enfin 
que Texpresslon cp^^^^hpq'^àq^ peut être remplacée par D^ il viendra 

^2d[r(2if'^ep) — Bq'jD J =0 
+2elBp^açr'}D+/I> 



«aÇ QUESTIONS 

Obsertant que. celte équation est décomposable en deux factc^uif 
dont l'un est D , égalant séparément à «éro chacun de ces facteurs , 
et remettant pour B et D les quantités qu'elles représentent , o» 
aura enfin » pour les équations de aolution du problème , 

cp^^^2hpq+aq^szo • (c) 

La première ' de ces équations r^résente éTldepunenl , en général , 
une section conlqye ; c^ar les quantités p ^ q ^ T ^ qui n'y entrent 
qu'au second degré » sont linéaires en s et y. Quant à la seconde , 
on peat s'assurer , sans beaucoup 4« peSpe , qu'elle représente le 
système de deux droites. Si Tçn y fait eu e^Qt 

elle df Ywuiff : 

et donnera pat conséquent , pour m , deux Taleurs toutes connues | 
entf^^y^^iHiles substituant donc dana^^h-^wf^^ qni remplace 
la proposée (c) ^ eL Tf ^P^^^ ensuite pqw ^ et f leurs Taleurs 
en ^ et y , elle deviendra 

'équation qai » en, y attribuant à m les deux Taleurs constantes ci« 
dessus y. jeprésentera évidemment le système de deux li^es droites, 
comme on l'avait annoncé. 

Maintenant , si l'on (ait atteatii>n que la ligne cherchée ne saurait 
être une ligne droite qne dans des circonstances tout-infait par*- 
ticulières , puisqu'elle 4)oit être , en général , Fenveloppe de Tespace 
parcouru par une aut^e lij^ 4BQale ^ ni^ ei^ «ofielun que Téquats 
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tiofi (s^^ fept^cnte seule la yérltable courbé satisfaisant pleinement 
inx conditions du problème. Donc cette côuibe est une seule et 
tiniquè Section conique , conformément à ce qui a déjà été démontré 
(XII) d'une manière purement géométrique. 

XVL Nous pourrions ici passer en revue , au moyen de l'analise , 
les diverses conséquences auxquelles nous sommes déjà parvenus (XII), 
iteiativement à la dépendance qui existe entre les trois courbes (j), 
{s') , (j^^ ^ mais cela serait d*un trop faible intérêt ; et il vaut 
beaucoup mieux y pour Tobjet que nous avons en vue , nous oc-» 
cuper de Tinterprétation géométrique dès facteurs étrangers auX"* 
quels la précédente analise nous a conduits d*une manière presque. 
V)évitable. 

Nous venons déjà de voir, parce qui précède , que l'équation (c)^ 
mise sous la forme (e), représente , en y attribuant à m les valeuri; 
constantes déduites de l'équation (d) , le système de deux lignes 
droites particulières , et ^ en apparence , tout-à-fait étrangères à l'objet 

réel du problème; on peut s'assurer, en outre , d*une manière trop, 
facile pour qu'il soit convenable de s'y ai'réter , que cette équation' 
représente précisément un diamètre âé la courbe (j^) , dont le conjugué 
fait avec Taxe aies x un angle qui a jti pour tangente tabulaire ; 
bu, si Ton veut encore, qu'elle représente un diamèfre de cette' 
courbe dont'IéS' tangentes éxtréniés' sont parallèles i[ une droite d'In« 
clinaison donnée, mesurée par m. Il ne reste donc plus maintetiant^' 
pour obtenir l'interprétation complète de l'équaiion (c) , ou plutôt 
(e) y qu'à recbercber ce que c'est que la quantité m ; et pour cela 
il faut nécessairement avoir recours à l'équation (d) d*où elle tire . 
sa valeur. . 

On aperçoit d'abord , à la simple inspection de cette éqnatron (d);' 
que la valeur de m ne dépend absolument que des constantes a , * 
i y c ^ qui appartiennent en propre à la courbe (s). Je dis , de plus, 
que celte équation ne. représente autre cbose que les valeurs des . 
tangentes tabulaires des angles que forment avec l'axe dey ir lea 
asxmptoW de celte tùéûie courbe» * 
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Supposons, en efTct, afin de trouver les tangentes dont il sfagtt^ 
supposons , d!s-je, par Torlgine des coordonnées ^ une droite pacallcle 
à l'une de ces asîmptotes , et concourant par conséquent à Tlnfin^ 
avec elle ; cette droite renfermera le point de contact de cette, asimp-* 
Cote avec la courbe (s) ; donc les coordonnées , • et /s ^ correspondant 
k ce point , bien qu'elles soient Infinies , n'en conservent pas moins 
rtiire elles, un rapport fini et donné , lequel est précisément égal 
à la tangente tabulaire de Tangle que forme avec Taxe des x U 
droite et l'asimptote dont il s'agit. SI donc , dans Téquatlon (j) de 

la courbe , on remplace le rapport — par une constante inconnue k- 

ou « ce qui revient au même , sITon y substitué km pour /S ; puis 
qu*on y suppose ensuite • infini , après avoir préparé convenablement 
l'équation , on en obtiendra une autre qui ddnnelra précisément lei 
diverses valeurs des tangentes lôb «'aires cherchées (*). 

£a opérant ainsi sur l'équation (5^ , on obtient 

-. . . • ' . > 

• »... 

équation qui est absoluni^n.t de mégne forme que celle (d) , et qui 
donne par conséquent pour k les mêmes vakurs que celles-ci pour m; 
donc » en effet , comme il s'agissait de le prouver , la quantité m 
de réqoation (e) n'est autre chose que la tangente tabulaire do 



wmmmmm-^'mmmm^m^^mmm^ 



(*) II n'e^t pas inutile de faire observer que , en suivant la mime marche f 
pour le cas générai d'une courbe, quelconque , on parviendrait , avec autant de , 
facilité I à trouver les diverses valeurs des tangentes tabulaires de^ angles formés 
par les asîmptotes sur Taxe des x. On voit de plus que le nombre de ces 
asimptotef serait^ en g^eral , égal à celui qui marque le degré de cette même 
courbe* Dans le cas ou l'ëquation obtenue aurait Ae^ racines égales , les groupes 
de ces racinçs cqrrespondjr^ient évidemment aux' divers sjrstàmotf d*asimpi4itei 
parallèles | etc. , etc. . . , 

En transportant les mêmçs considérations dans l'espace » on obtiendrait lana 
peine f équation de* U surface conique parallèle è la surface dis^eloppahle aslm« 
iotiqne d'une surface donnée^ Ces remarques nous seront utiles pour ce qui * 
va suivre* i. i. ...:.. ' 



Vangle que forme, ayec Taxe des j; ,; l'asi/nptote oQrr^spOadante 
de la courbe (s). 

XVIL Maintenant, SI Ton fait attention que le pôle d*un diamètre . 
J*une section conique est sltoë à l'InBnl , sur une droite parallèle 
au conjugué de ce djamètre, on pourra concluFe | de. to^ul';ce .qo» 
précède, que réquatIpQ de condition (c) n'e^t :autre cbosé que celle 
du système. de deux diamètres de la courbe {s').,] ^y4nt précisément 
pour pôles les points de la courbe (j) qui sont, .situés à l!iWipi:i et 
que, par conséquent, ces^points étant singulier^,, par rapport à 
la courbe (s) ^ l'équation (c) nlest au fon^ qu'une solution. patti-^ 
culière , purement analitiqi^e , du problèiçe proposé* ^ . wt> 

On aurait tort (outefui^ de rejeter, sans un ;exampn . préalable {> 
les facteurs qui correspopdent à ces sortes de solutions étrarigèpes}^ 
car, i«^ ils ne sont pas insignlEans , comme nous, venons de^ I0. 
faire voir ; 2.^ ils i\e sont pas toujours inutiles 1 pqmme ,dous pour«1 
rions aussi en montrer plusieurs exemple^;^.? enfin ^ ces faotouri> 
sont lié^ d'une luanière intime aux équajiipiV prlpiitite^ d'où .Koa! 
est parti, et en sont de véritables* solutions ,- quoiqu'elles' ne !pa?! 
ralsse^t pas l'être de Ténoopé verbal lut-^méme. r ..rP 

La théorie de ces sortes de facteurs» quand.ellc sera perfectionnée^ 
pourra répandre un grand jour sur la marche de. .I*aiialise^:et^'i6t' 
je ne me trompe , contribuera à en falr^ hâter: d'une, manière éton^: 
nan te , le progrès j déjà devçau si indispensablement 'Décessaireè! i* 1 

XVllI. Maintenant, si l'on veut 'ponn^itre .jusqu'à; la ralasa ipxnir^ 
l^qq^lle le. facteur (c) se trouve être soluttooi du problème' donîf» 
il s*aglt , il faudra nécespirement remonter aux équations primitireai 
à,'où;J,'a;i^^^t. parti, pour f^ire l^limins^ion» Oq^ toit ti|è»^bièa d!aUkl 
ce que signlfie^nt les équations (jr) ^t (a) ,- l't^p^. est ceUe dé la cquçbo) 
donnée, q^^e parcoi^rt^ |é. pôle^u sommet inobile (#;,#) ^' rautxp re<»'^ 
présente, la (an.g^nte de. la courbe cb^rcbé^,. corrqspopdant, à une » 
posi|jo,n .particulière d.e: ce qièn^e pôle ;. il n'y. a jivs^ que la trol-*d 
ai^çne équation (b) , quia ser^i à l'éliminatiop-javeck^ deuX: Autres >/ 



M trouTera^ affectée d'un facteur étraoger du degré m\ quV là 
multiplierait inévitablement, aana qu'il fût passible' de Tëii délivre^ 
4 priori , par aucun procédé d'élimination' ; à moins de changer la 
forme même des équations primitive ^ c'est - à * dire , la mise en 
équation , ou de le supprimer , d'une manière implicite / dans lé 
résultat final. Ainsi, par exemple , dans le cas particulier qnt Aotià 
occupe , si , après avoir substitué les valeurs trouvées pour ^ ', # dafft 
l'équation (5), au lieu de réduire de suite i comme nous l'avons 
fait , tout au même dénominateur ^ on eût réuni séparément )eft 
numérateurs des termes ayant D* pour dénominateur commm , tt 
qui sont les seuls où jr et y paraissent entrer' au de^lè le ^la se- 
conde puissance; pn eût trouvé que Z7 edtr^ aiissi côannie facteur 
dans ce numérateur ; et alors , en le supprimâtit , on serait néees*^ 
sairement retombé sur l'équation (i^O , & laquelle iMua Bommes 
déjà parvenus. Mais on voit qu*en opérant ainsi ^.oA awail réellement 
supprimé, à posUriari , un facteur de f équation ^ale« Il wty aumk 
de différence entre oette manière de procéder et cellia qln^ nooè 
avons employée d'abord, <|u'en ce qu'on aicait ao^prioié ce ménké 
facteur d'une maoïère implicite , et sana a'ea <élre Ksndu Stiicini 
compte préalable , cMune aons Tavom Anl dans l'àutn éea deux 
cas dont il s*agit« 

Si présentem^nl; OU last attention qnlt peut irè^-bSen HrHvèr ^« 
le facteur supprimé , par l'effet de Topératton particulière , représenté 
précisémeiuU véi^table solulioil doprobl^oMi, nn ikev¥a compuendre 
qu^« Vil est des mantètea de procéder qui abrègent; lé catàirde 
Véllfl^wationL ,. il en eat aussi qui peuvent, par là conduire Ir dei 
^ espèces d'absurdités / en faisant manquer le but réel qu'on se pr(H 
posait d'aiteindre^ 

Dans les procédé» généraux de l'élîmfnation , les'' r^cttioms* plTr 
tieUes dont U vient d'être quesfion ne peuvent plus* avôtk* Këil 
d'une manière immiédiate ; et alors il arrive que les équations ' fi*-» 
nales renCerment )es facteurs singuliers, d'une* 'manière implicite ,qut 
Us compliquent inévitablement. On attribue à l'opération elle*mémt 



/ 
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4'atQlr iivIroduU ces facteurs , soi - disant étrangers , tandis que i 
comme on vient de le faire voir, ce n'est , au contraire, que par 
l'effet d^opërations particulières que ces facteurs peuvent disparaître 
fortuitement, du résultat final» dont ils fout nécessairement partie « 
sous le rapport purement analitique. Si Ton s'attacbait à bien étu-^ 
.dier )es équations - de départ , * on pourratt peut-être parvenir à 
cçnnaitre à l'avance le degré et la forme même de ces facteurs ; 
et alojs rien ne serait plus facile que de les supprimer après coup, 
s'ils ne répondaient pas Immédiatement à l'énoncé verbal de la 
qu esVi^Oi . proposée. 

XX. Il T^ésùlte clairement, ce me semble , de tout ce qui précède V 
que le résultat de l'élimination entre les équations (4 « ^ > 6) de 
l'arlicle Jirdoit renfermer, conforrnément è ce qiii a été annonce 
(IV), un facteur étranger qui cçnnplique nécessairement son ex- 
pression , . et qu'il est impossible de supprimer à priori , c'est-à- 
^ire f autrement que dans l'équation finale elle-même ; que ce fac* 
(eur. e^t du'qusitvièmé degré » et représente le système de quatre 
droitctS; pariîculières;* qu'enfin on peut obtenir* à Tavance l'expressioa 
((e ce faicteur ^ eu agissant conforméntei|t à ce qnt a été dit ^ XVI , 
XVn» XVIII), c'est-à*dire , eh recherchant > les diamètres de là 
section conique {s^ qui ont pour pôles les points' situés à l'infini 
aur 1^^ ^ courbe ' doonéfi (4)'/ ^^ nul tipliàià^ leurs équations entre 

v-i . ' • * , . ' 

..Si^ au }if^i». db considérer des» Ifghes courbes plstnes , comme 
4aa8 ce qiii; précède , on coosidcrak des surfaces courbe», arbkfaî- 
remejit. situées, dfips l'espace , la surface cËrectrloe (s^i étant toujours 
du second ordre.» en trouverait (KoU de Tart» XVI j que le fac*. 
leur étranger représente une seule et unique surface conique , ayant 
son , centra . au ^ centre même de la 'surface conique (s*) qui sert de 
direct^ic^ . et * ^oot les arêtes . seraient resp^ctWement parallèles à 
celles de la surface di9eloppable anmpiofi^€ de la proposée \ Biail 
c'est asse^ s'a^râter sur,les cooséq^ueoces de Tanalise qui précède» 
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GNOMONIQUE. 

Méthode unherselle^ commune à toutes les latitudes p 
pour tracer toutes sortes de cadrans solaires ; 

Par M. L. B, Fràncœur , professeur à la faculté dei 

i sciences de Paris i etc. 



\Js trouve , dans l'ancienne Encyclopédie (Suppl/ au mol Cadran) i 

4 

la démonstration d*un procédé très-ingénieux et très-simple , propre 
à toutes les latitudes , pour tracer «des cadrans solaires horizontaux f 
i Taide de deux échelles convenablement divisées , et construites à 
l'avance , une fois pour toutes. La simplicité de ce moyen de cons-» 
tructipn, qui, n'exigeant qu'un peu d'usage delà règle, se trouve 
ainsi à la portée des ouvriers même les moins intelligens , en 
fait une méthode .extrêmement remarquable. Mais , dans Touvrage 
cité , la démonstration m'en ayant semblé très - laborieuse , et de 
nature a conduire ^ des résultats imparfaits ^ j'ai cru faire une chose 
utile , en essayant de reprendre toute cette doctrine , pour la pré- 
senter sous un jour tout-i-fait nouveau. Je ferai voir ensuite avec 
quelle facilité la méthode s'applique au tracé des cadrans verticaux 
ou inclinés , déclinans ou non décllnans. 

Soit G le centre d'un cadran horizontal ( fig. i ), c'est-à-dire , le 
point où ce cadran est rencontré par le style, que Ton sait d'allleuiv 
%om. VJU f ».• f^JIJ , X,*' /éyrier 1 8 18. 3a 
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devoir être î dans tout cadran quelconque i dirige yets le pôle. 
Soient CA la méridienne ou la projection du style , et CB une 
perpendiculaire à cette inëridiennc , et par conséquent la ligne de 
six heures. On sait que dans le cadran horizontal , les lignes bo« 
raires qui répondent à des heures également distantes de part et 
d'autre de midi , fout aussi de part et d'autre des angles égaux 
avec la méridienne. On sait , en outre , que les lignes horaires qui 
répondent aux heures qui précèdent six heures du matin ou qui 
suivent six heures du soir , ne sont que les prolongemens respectifs 
de celles qui appartiennent aux heures correspondantes d'avant six 
heures du soir, ou d'après six heures du matin. Ainsi toul se ré* 
duit \ savoir tracer les lignes horaires qui répondent aux heures 
comprises entre midi et six heures du soir. 

Soit GX une de ces lignes horaires , répondant à une heure donnée 
quelconque , comprise entre c^% limites. Soit menée une droite 
arbitraire AB « joignant un point quelconque de la méridienne 
b un point quelconque de la ligne de six heures. La ligne 
Ikoraire CX sera coimue , si nous connaissons en quel point X 
elle coupe la droite AB , que nous supposons fixe ; et ce point 
X sera connu « \ son tour, si nous parvenons à déterminer sa dis- 
tance AX au point A. Cherchons donc l'expression de eette distance* 

Faisons GB=:a , CK^h ^ ABs^Cp d'où résulterait relatioa 

a*+b^s:i^ ; (i) 

nous aurons 



5wi-CBA=— , Cm.CBA=- • 

c c 



Soit fait ^^^.ACXa^ , 4'oà 



&'ii.XCB=Cos.4r 9 CosXBCssSinjf ; 
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5/A.CXA=:5<Vi.CXCB4XBC)=5Mi.X<^B^0£j:BG+5iA.XBGe:M.XCB 
c'est-à'dire , 

Mats , à cause de la proportionnalité des sinus des angles aux 
c6tës qui leur sont opposés , on a 



ce qui donnera 9 en substituant , 

AXss ■ as ■ ■ m 

aCos.jc-^Sâii»x a-1-iTang.x 

Cela . posé p concevons une spbère qui ait son centre an centre G 
du cadran. La méridienne CA. , la ligne horaire GX et la direclîoa 
du style , détermineront sur cette sphère les sommets d'un triangle 
sphérique reciangje dans lequel Tun des côtés de Tangle droit aer^ 
la hauteur du pôle ou la latitude du lieu , Tautre Tare qui mesure 
Tangle inconnu s , t% l'angle oblique opposé à ce dernier , Tangle 
horaire qui répond k l^eure indiquée par AX, à rauson de i5^ 
par heure. 

Désignant donc cet angle horaire par h , et la latitude du lie» 
par / f nous aurons y par le^ théories connaes , ^ . 

Tang.jr=IKn/rangJ • 

Celte Talenr étant substituée dans ceUe de AX eî - de9$m ^ elle 
dcYiendra enfin 



J 
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•• .-« . 



0-f~^Sin*/Tang.À 



SI ensuite on désigne par M le milieu de AB; on aura 

.... 

MX=AM— AXrrftf— AX , 
c*est4-dire , en sabstituant et réduisant , 

Or , la . transversale AB étant arbitraire , et les grandeurs a^ h ^ c 
ne se trouvant consdquemment liées entre elles que par la seule 
relation (i). Il nous est permis de les lier eneorc par deux autres 
relations; ou, ce qui rerien^t au même, nous pouvons supposera 
constant et donné , et établir une nouvelle relation entre et 6; 
et c*est à ce dernier parti que nous nous arrêterons. 

pr y. l'Inspection de 1^ formule (2) montre que , parmi toutes 
les relations que nous pourrions choisir , celle que nous devoM 
préférer est 

(»==3$în l i , (3) 



t < 



à I 



car alors ^ cette formule (3) devient simplement 

* • • •• • • ' 

MX-i/- i"~^y8-* 

'^^ ' \ i-|.Taug.A 

c'efit-i-dlre ^ . :•» • * . . 

MX=fi:Tang.(45o^) , , - (4) 

DNin autfe':c6té/0ii oombltiant entre ellf s U^ re};iuons (i» 3) pour 
en éliminer h , il vient . . ; . 1 
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de dorle que ^ s! l'on fait 

SinJ=Tang.f , (5) 

f étant un angle auxiliaire , on aura 

c'est-à-dIre 

CB=rSin.Ârc(Tang.=$ln./) . (Q • 

Présentement , on peut remarquer , et c'est principalement en ceci 
que consiste le mérite de la méthode; on peut remarquer , dis-je » 
que AB ou c étant pris d*une longueur arbitraire ^ mais déterminée 
et constante , ainsi que nous venons de le supposer plus haut; MX 
se trouve tout-à-fait indépendante de la latitude , et C3 de . Tangle 
horaire. Ainsi , pour toutes les latitudes , on pourra employer une 
même règle ou échelle AB sur laquelle seront marqués , une , fois 
pour toutes, les points X qui répondent aux diverses lignes horaires 
qu'on se propose de tracer sur le cadran ; et , au moyen d*un^ autre 
règle où seront aussi marqués , une fols pour toutes , les points B 
qui répondent aux diverses latitudes , et qu'on appliquera le long 
de GB'y il ne s'agira , pour une latitude donnée , que de fixer Tex^ 
trémité B de la première règle an point de ceUe-^ci qui répondra à 
cette latitude Ç*). Tout se réduit donc à diviser les deux règles } et 
nous {liions bientôt voir que rien n'est plus faciU« 



•■••Pii— ^^F^^-^-^"^^ 



(*) On peut mime construire sur ces principes un système de règles en 
hois , ou mieux en cuivre , qui faciliterait beaucoup Topératlon. Deux ie ces 

règle» CA I CB 9 tout-i-fût fij(«» et d'une longueur aibitruire içraient f^rpendî^' 
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I. Construction de V échelle des heures. Avant d'enseigner \ cons- 
truire cette échelle > nous ferons remarquer , i .* que , si Ton pose 
h=^S^ j ainsi qu'il arrive à trois heures « la formule (4) donne 
MX=o ; a.** que si Ton pose successivement ^=:45*— A , A=45*'+*ï» 
il viendra MX=7/:Tang.A, MX=—7^Tang.* , valeurs qui ne dlfife- 
rent que par le signe. Ainsi , lorsque la règle AB est disposée de 
la manière qui convient à la latitude , i.® la ligne de trois heure» 
doit passer par son milieu M ; a.° les lignes horaires également 
distantes de part et d'autre de trois heures coupent cette règle en 
des points symétriquement disposés de part et d'autre du point M* 

On voit donc que tout se réduit à diviser la moitié de celte 
règle , en répétant les divisions dans un ordre rétrograde pour son 
autre moitié. Or , la formule (4) montre que Topération se réduit 
\ ce qui suit : soit MA ( fig. a ) la moitié de cette règle ; soit élevée 
au point M la perpendiculaire MO=MA ^ et soit menée O A. Alors, 
pour avoir le point de MA qui répond à une heure donnée ^ on 
mènera par O lAie droite faisant avec OA un angle ^al k l'angle 
honite correspondant ; et l'intersection X de cette droite avec MA 
aéra le poltit chcitché; car on aura 

MX=OMrfl«y:]VIOX=6Mrtf;i^<MOA-AOX>=f^Tang.(45*-i5> 

En décrivant donc » entre les côtés de l'angle AOM , et d'un rajon 
quelconque » le demi*quadrans DE « divisant ce deml-quadrana en Irots^ 
six ou douze .parties égales , suivant qu'on voudra tnarquer les heures. 



coUires Tune h Faotre ; la troisième AB . «Tune longueur lOTariable , et ajant 
toujours tes extrémilës sur les deux premières ne devrait changer de ûtuation» 
7ans 1*angte ACB , que peur un changement de latitude ; enfin , la quatrième 
ex d'une longueur indéfinie , et ne pouvant que tourner autour do point C , 
pourrait se fixer à tons les pointa de AB « et diEigefait le crayon dans le. 
tiaoé des Ugjaes Iioraircti 
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lu de0ii*heiires ou les quarts-d'heures , et menant des droites du 
point O aux points de division ; ces droites détermineront les di* 
vbions de MA , qu'il faudra ensuite porter sur son prolongement 
vers B. 

IL Consiruciîôn de t échelle des latitudes. Au point G de CB 
{l^S* ^ ) *^^^ menée à cette droite une perpendiculaire CF=AB=i:; 
el soix menée à CB , par le point F , la parallèle indéfinie FP. 
Du point G comme centre et avec le rayon CF , soit décrit le 
quadrans FLG. Alors, pour obtenir le point de division B de CB 
qui répond à une latitude donnée , on prendra sur FG , de F en 
L un arc égal à cette latitude ; on abaissera la perpendiculaire LP 
sur FP ) 00 mènera CP coupant FL. en Q ; enfin ^ en abaissant 
QB perpendiculaire sur CB, son pied B seoi le point demandé. 

En effet; en menant LR et QS , perpendiculaire sur CF | on' 
aura 

CB=SQ=CQ5//i-FQ=CF5//2.^r<7i//i^.=FP) 

* 



c'est*à-dire 

CBsx«Sin.Ârc.(Tang.=:S'inJ) i 

comme Vexige la formule (6) (*)• 



(*) A ceè constructions on peut , an surplus , substituer les suivantes , qui bô 
yréientent moins naturellement, à la vërité ; maïs qui ont peut- être. Tavaptage 
ds donner les point* de division des deux échelles d'une manière moins copfuie. 

L Êeh$lle it9 heures* Sur MA | comme rajron ( fig» 4 ) * soi< décrit )e qia- 
4nms A90 et menée la corde AKO ; soit pris l'are AH double de TanglLe' hpn 
raîre ; soit menée BH coupant AO en K ; le pied X de la perpendiculaire 
abaissée ^e ce point K sur MA sera le point cherché. 

IL Éehettâ des latitudes» Sur la ligne de six heures | soit prise une partie 
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m. Riâuciion en talles* Quelques simples que puissent paraître 
les construclIoDS que nous venons d^indiquer , elles présentent , comme 
tous les procèdes graphiques , Tinconvénient de n'offrir qu'une pré- 
cision subordonnée à l'adresse de celui qui opère , et , dans tous 
les cas , très-limitée. Nous croyons donc faire une chose utile en 
réduisant en tables les divisions de nos deux échelles , c'est-à-dire ^ 
les deux formules (4 et 6) -, ce qui est très-alsé, au moyen des tables 
de sinus et de logarithmes. Pfous supposons , dans ces tables , la 
longueur AB ou C=ioooooo; c'est-à-dire que nous supposons 
l'échelle des heures divisée en un million de parties égales , ce qui 
est plus que suffisant pour le cas même où le cadran aurait l'ex- 
cessive étendue d'un mètre quarré ; mais on sera toujours libre de 

n'admettre que 100000* 10000 , •» division dans cette échelle, 

en rejetant un , deux , ••.•.. chiffres sur la droite dans tous les nombres 
des deux tables. 

La correspondance des divisions de ÂB , de part et d'autre du 
point qui répond à trois heures , nous a permis de donner à la 
première table , calculée de trois en trois minutes de temps , une 
disposition analogue à celles des tables trigonomélriques. Quant à 
la seconde , nous Tavons calculée de degré en degré ^ pour les deux 
premiers tters du quadrans -, et de deux en deux degrés seulement pour 
le troisième tiers \ ce qui parait plus que suffisant. 



CT=sÂB ( fig. 5 ) I sar sa moitié IC soit décrit le quadrans CLN ; soit pris Tare 

CL. égal à la latitude ; soit menée LU , parallèle à CT , et coupant IN en V i 

Soit' menée TU , prolongée jusqu'à la circonférence en V ; décrivant alors im 

arc du point C comme centre , et avec le rajon CV , cet arc déterminera 

•or CT le point B cherché. 

Le ' lecteur s'assurera facilement que ces constructions reviennent k celles 
da texte; ' 
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Table des heures. 




m. 

o 


0.* 


60 


m. 




L* 


60 


m. 



IL* 


60 


5oo 660 


288676 


*33 975 


3 


487 078 


57 


3 


280013 


57 


3 


126 984 


57 


€ 


474 483 


54 


6 


271478 


54 


6 


I30 o39 


:54 


9 


462 195 


5i 


9 


263 o63 


5i 


9 


ii3 i38 


5i 

> 


12 


45o 202 


48 


12 


254 763 


48 


12 


106 278 


48 


i5 


438 488 


45 


i5 


346 573 


45 


i5 


99 456 


45 


id 


437 040 


43 


18 


238 488 


42 


18 


92669 


42 


21 


4i5 846 


39 


.21 


23o 5o3 


39 


21 


85916 


39 


24 


404 892 


36 


24 


222614 


36 


^4r 


79»92 


36 


27 


394 168 


l'33 


27 


3i4 817 


33 


27 


72496 


33 


3o 


383 663 


3o 


3o 


307 107 


3o 


3o 


65 826 

1 


3o 


33 


373 368 


27 


33 


.199 480 


37 


33 


59 180 


27 


36 


363 27 1 


24 


36 


191 932 


34 


36 


52 552 


24 


39 


353 365 


21 


39 


184 460 


• 

21 


39 


45943 


21 


42 


343 640 


18 


4a 


«77 0^9 


18 


4a 


39 35 1 


18 


45 


334 089 


i5 


45 


169737 

• 


i& 


^5 

* 


33 77a ; 


i5 

1 


48 


324 704 


13 


48 


I 62 460 


12 


48 


26 204 


12 


5i 


3i5 477 


9 


5i 


i55 254 


9 


5i 


19645 


9 


54 


3o6 400 


6 


54 


i48 107 


6 


54 


i3 093 


6 


57 


297 469 


3 


57 


i4i oi5 


3 


57 


6545 


3 


60 


288 676 





60 


1 33.975 





60 







m. 


V.» 


m. 


IV.h 


m. 




III.* 




?om, r_u 


L 






» 


^"■"'~' 


33 
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Si l'on considéra pv^senbement que tout cadran solaire yertical ou 
incliné , dddinant ou non ddclinant , pourvu toutefois que sa sur- 
face s(Ht plane I est un eadran horizontal pouf le point de la 
surface de la terre dont le plan tangent serait parallèle à celui de 
ce cadran , on verra aussitôt que la méthode que nous venons de 
donner pour tracer un cadran horizontal est également applicable 
à la construction de tout cadran quelconque. Il faut seulemeni 
substituer à la latitude du lieu celle da point du globe pour le*- 
^uel le plan tangent e^t parallèle à celui du cadran , et avoir ëgard 
à la difFérencc dans la manière de compter les heures qui nait de 
la difTérence entre la longitude de ce point et celui du lieu pont 
lequel 1« cadran est destine* 

Soient donc a la longitude et V la latitude du lien ; soîenC A 
tt L les mêmes ëlémens pour le point du globe dont le cadraQ> 
horizontal est parallèle à celui qu'il s'agit de tracer. Soient enfin 1 
rindinaison du plan du cadran , c^est-'à-dire , Tangle qu'il fait arer 
le plan horizontal , mesuré au-dessus de ce deinier plan et du côté 
du nord , et tf/ la déclinaison du même plan , c'est-4i-dire , Taogle 
que fait l'horizontale tracée sur ce plan , avec Thorizontale qui )oim 
les points d*est et d'ouest , mesuré à Test , et au nord da Mtia 
dernière droite; d*aprèa ces noIalioDs^ od troui^esa abémtnl 

Sin.Ls=Gos,/SrnJ— -Sin.jrXias./Cos./ ; (7) 

^^ ^ €o«i+Taiig4Sin./Cos.rf ^ ^ 

Cela pcsjé» Lorsqu'on voudra tracer un cadran phiir queleoBqne^ 
4m chobira sur sa surface un point pour centre , par lequel en 
mènera une horizontale et une perpendiculaire à cette horizontale* 
Xio complément de Tangle àe cette perpendiculaire avec la verticale 
sera l'inclinaison du cadraa ^ua Ta» prendra pour i et yi^a» fsva 
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positive ou négative suivant que le cadran regardera le midi ou 
le nord. 

Par le centre du même cadran ^ on concevra une seconde hori- 
zontale perpendiculaire à la méridienne horizontale du Heu ; on 
prendra pour d l'angle de cette horizontale avec la première ^ en 
donnant à ^ le signe plus ou le signe moins , suivant que le plan 
du cadran regardera l'orient ou l'occident. 

A l'aide de / et d et de la latitude / du lieu on calculera SIn.L 
Tang.(A— k) , par les formules (7,8); d'où on conclura L et A— x. 
On n'aura nul égard au signe de L ; mais on aura attention à celui 
de A— X. 

On posera le style qui , comme nous l'avons déjà dit , doit tou^ 
jours passer par le centre du cadran , et être constamment dirigé 
vers le pôle. On en déterminera la projection sur le eadran : ce serait 
la ligne de midi pour le Heu pour lequel le cadran serait horizontal. 
On mènera , pair le centre , une perpendiculaire à cette projection : 
ce serait la ligne de six heures pour le même lieu. 

On disposera ensuite l'échelle des heures sur ces deux lignes , 
comme nous l'avons dit cl*dessus pour les cadrans horizontaux ( 
mais en employant la latitude I«, au lieu de la' latitude /. 

£nfin , on tracera les ligpes horaires , mais en observant que , 
pour tracer par m < a ligne horaire qui répond à Theure quel- 
conque Ji , Il faudra cniplojer le point * de division de l'échelle des 
heures qui répond à Theure 



i5^ 



Dans le cas particulier , et le plus ordinaire , oit le cadran est 
rertical , les formules (7 et 8) deviennent simplement 



Tang.<^ 



SIn.Lj=:-^Cos,/Cos.J , • Tang/A— x)5= ». , 

Je ne sais si je m'abuse , mais il me paraît que les quelques 
pages qui précèdent peuvent suppléer , avec avantage , les nombreuse 
et volumineux tralt4s qu'on a écrit sur la gnomonique. 
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GEOMETRIE. 

Sur quelques rectifications approchées de la circonférence 

du cercle; 

' 1 

Par M. Qergonne, 



wuoiQUE les procëdës .4e la^ ^ëomëtrîe permettent souTent de 
construire graphiquement des grandeurs que le calcul ne peuC 
atteindre , il est cependant , dans la science de Tëtendue , une infinité 
de problèmes qu'on ne saurait résoudre d'une manière rigoureuse p 
et à Têtard desquels on est contraint de se iontenter d'une approxi- 
mation plus ou moins parfaite. ^ 

Ces problèmes , XoxA €omme ceux qui admettent une solution 
exacte , peuvent être envisagés ou arithmétiquement ou géométri- 
quement. SoUs le premier de ces deux points de vue y il s'agit de 
déterminer f par le ^ calcul ^ un nombre qui soit sensiblement égal 
au nombre des parties de la ligne cherchée, rapportée \ une cer- 
taine ëchelle ; et on peut , dans ce geâre de lecherohes y recourir à 
tous les moyens d'approximation . que la science . des grandeurs a 
fait découvrir, tels que les séries, les fjractions continues ^ les pro«- 
dults indéfinis , etc. 

Sous le' second point de vue , il s*agit de déterminer , par un 
procédé graphique , et sans le, secours du calcul , une ligne qui ait 
ynf^e longjLiettr sensiblement égale à celle de la ligne cherchée. Mais 
ee prpç^dé graphique peut étif» géemétrique oui mécanique* Il est 



DU CEACLÈ. 247 

sppricatîon plus journalière. C'est d'ailleurs à ce problème que re- 
tient, en dernière ahalise , celui de la Quûdraiure du cercle^ dëj4 
tant de fols résolu , et néanmoins toujours à résoudre. 

Il existe un irès-grand n o mbre de procédés graphiques ^ pour 
la rectification approchée de la cireonférenee du cercle ; mais , comme 
ils ne sont , poinr la plupart , le résuit at d'aucune méthode systé- 
n^t^jne , et qvï'j^ paraissent oe deirotr Uw nabiance qn'i un 
heureux hasard, lis ne laissent aucune trace dans la mémoire. Oa 
nous pardonnera donc si nous n'en mentionnons ici que trois seu- 
lement ; nous ne sayons pas même si nous tfd^^pi pas , au con-- 
traire, besoin 4*ii|duigence , pour nous être arrêtés si long-temps 
jur un sujet qui ne se rattacha .vraiment à aucune ^^éoriéw 

m 

I. Mascheroni « dans sa Géométrie 4^ €<mp/ti f ^g« ^48 , 
{ Tradact« franc. Duprai > Paris , 1 798 ) , donne la méthode sui- 
vante , pour déterminer une droite d*une longueur ésa^le au .^u^rC 
d*une circonférence donnée. 

Soient ÂB le diamètre et C le iientre du cercle dont 11 s*agit 
( ^S* l) » ^^^ décrite une demi * circonférence sur ce diamètre ; 
soit porté le rayon GA sur celte demi - cSréOnfiérance de A ta 
B et de £ en D ; des points A et ]Ç pris , succies^Kement pour 
centres , et avec Jeurs distances respectives aux points D et B pour 
rayons y soient décrits deux arcs se coupant hors du cercle ^ f ; 
ensuite du point B comme centre ^ et avec sa distance au point F 
pour rayan ^ soit décrit vers D un arç ^% cercle , coupait la clr<* 
conférence en G ; alors la corde ÂG sera sensiblement égale au 
quart de la circonCérenca. 

Pour vérifier cette construction , U fyM (^^njr la Ionj^i:ieur da 
AG. Ov 9 on a d'abord 



5in.3o*=J , d'oà Sîni6o^ŒCos.3o^pfv/3 ; 



done 
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AF=AD=»aSin.6o*=v/â ; 
donc 

CF=! ^ÂF*— ÂC *=/737= /7; 

si ëonc H. est Tintersection de CF et BD ; comme CH^Sin.Go^sf /3> 
on aura 

FH=CF-CH=v/ï-f /S=2:i^i=^ . 
Le triangle BHF donnera ensuit» 

c'estA'^lîre , 



BG=v'3=^ ; 



On aura d'âpre cela 



Sitt. '- ArcBG=2 1 /3=^ ; Sin. l ArcABsi i ; 



d'o& 



<7oj. i ^rr BGs f l/T+Vt i ^^J« t -'j^^AB = ; »/5 a 



On aura donc enfin 

AG=a5/Vï. i ABG=25//i.(f ^rtf JlB+i^rrBG). 

s=a5«i. î ^rrAB Cos. ^ArcBG^aSia. f ^rBGCw. f ^rf AB 

c*e9t»à*diie , en 9<^tlt|unt|^ 

AG 
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cela revient donc à ; ûlre 



térifions cette supposition. 

On a d'abord , à moins d'une deml>unltë près du quatorzième 
ordre 



d'où 



y6=a,44948 974a7 83i8 ; 



donc 



3/6=7,34846 92283 4953 ; 
»+/6=3,44948 97437 83i8 \ 

9— 3v/§=:i,65i53 07716 5o47 % 

on aura d'après cela , \ moins d'une demî-unîti près du tiuitlime 
ordre 

Vi+V^ =*i 18572 8020 ^ 

Vg— 3V5=X|285i 1897 / 
<!ela donnerait 

•=:3,i4a3 9917 } 

■ 

mais on 'a, Ii moins d'une demiounlté du 8.** ordre; 
Jom, YMh 34 
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ce résultat est donc fautif de plus d'une demUunlté décimale ia 
troisième ordre ; maïs il présente cet avantage qu'on l'obtient pat 
le seul usage du compas* 

II. La Bibliothèque ci-devant hritannique j eX aujourd'hui wn^ 
çerselle , qui accueille d'une manière toute parllcullère les spécula- 
tions de ce genre , ou qui , pour mieux dire , n*ofFre guère que 
des recherclies de cette nature au lecteur géomètre , a donné , 
comme extrait d'un ouvrage allemand, et sans nom d'auteur ( tom.III, 
novembre 1816 , pag. zm ) , le procédé que voici , pour construire 
une ligne droite sensiblement égale à la deml-clrconfcrence d'un 
cercle d'un rayon donné. 

Soient âB le diamètre du cercle ( fig. 8 ) et C son centre. 
Soient menés en A une tangente Indéfinie et un rayon CD paral- 
lèle à cette tangente. Soit porté ce rayon de D en £ vers -A sur 
la circonférence ; soit mené et prolongé le rayon CE , jusqu'à sa 
rencontre avec la tangente en F ; soit prise sur cette tangente , vers 
A , à partir de F, une partie FG triple du rayon ; alors la droite 
BG sera sensiblement égale ii la moitié de la circonférence donnée. 

Pour justifier cette assertion , cherchons Texpression de BG. 
On a y par construction , 



AF=Tans.3o*^= 



y i— ^)ku'3o»~ v^i— i ^I"*»*^^' 



dinc 



AG=:FG-AF«3-î/5=H9-V^} : 



donc enfin 
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c'esl-a-dîre J 

^=* î v^6(2o-3vn ; 

ainsi cela revient ^ faire 

«=îV/6(ao-3V3) î 

Or, on a d'abord, à moias d'une demi-anité décimale du 14»^* 
ordre , 



VI= i,73ao5 08075 6888' î 



d'où 



Z^lss 5,19615 24227 o663 
3/5=i4,8o384 757 7 2*9337 

6(20— 3/5) = 88,823o8 54637 6021 
ce qai donne , à moins d'une demi-unité décimale du 8.*** ordre ; 

ï/6(ao-3V3)=9,4346 0002 , 

il consë^uemment 

«=3,i4i5 3334 ; 

mais la vërîtable valeur est 

«=::3^l4l5 926^ j ^ 
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ce rësulcat D*est donc en erreur que d*un peii plas d'une demi-* 
unité âécimale du 5,"*^ ordre (*)• 

% 

IIL Maïs de tous les procèdes graphiques approximatifs ^ le plus 
exact est sans doute le suivant qui est dfi à M« Pioche , stAialre 
distingué , résidant à Metz , et qui m*a été communiqué par moa 
ami M. Servols. Voici en quoi II consiste. 

En un* quelconque A des points d'une droite indéfinie ( fig. 9 ) 
soit élevée à cette droite une perpendiculaire AB» égale au rayon 
donné ; soit porté trois fois ce rayon sur la même droite de A 
en D ; soit menée BD ; et ^ à la première division C de AD soit 
élevée à cette droite une perpendiculaire rencontrant BD en £. Soit 
portée DE sur le prolongement de AD y de D en F ; soit prolongée 
AF au - delà de ^^^ extrémités A et F des quantités AH et FG » 
égales entre elles et au rayon AB ; soit pris FK égal h \ plus un 
demi- quart ou à { de FG ; soit encore pris AL égal au 7 de AH; 
alors KL sera sensiblement la longueur de la circonférence dont 
le rayon est AB* 

Pour justifier cette assertion , observons qu'on a 

KLî=:AL+AD4-FG+DF= f +3+i+DE 



-i;^+7BD=iii+^j^AB+AD* = ^,V+ 



Sei4-8<>V^o 
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! ce qui suppose 



V, 



(*) Le rédacleitf de Tarticle de la Bibliothèque unis^irsBÏle paratt ignorer que 
le rapport de la circonférence au diamètre # donné par hagny avec ia8 
chiffiret décimaux , et qu*il cite, est fautif à la ii3.™* décimale , qui doit être 
un 8 et non un 7 ; et que Viga , qui a découvert cette erreur > a pousaë It 
calcul de ce rapport & 140 xhiflirea décimauiu 
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ir^ I ■ I I 1 „ I 4 
a4o 



Qt; on ai à moins d'une deml-nnit^ âëcimale da xo«*f ordre) 

î|/7ô=3,i6aa7 7660a j 
d'où * 

8ov/Tôs;252>98aai 2816 ; 

501+80^/1^=753,98221 2816 / 
ce qui donne successivement 



249=75,39823 12818 9 
3w= 9,42477 76602 ; 



:= 3|i4i59 25534 : 



La véritable valeur ëtant 

' wss, 3|i4i5û 26536 f 

\\ s*ensuit que Tautre n*est guère fautive de plus d'une unitë d^«- 
cimale du 7.'^^ ordre ; elle est donc plus approchée que le rapport 
même de Métius , qui pourtant l'est déjà beaucoup. 

SI Ton pensait que ces sortes de recbercbes valussent la peina 
d'être suivies méthodiquement | voici | je crois » de quelle manier^ 
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on pourrait procéder ; on pourrait d'abord soumettre à la dlscus-^ 
5ion toutes les valeurs rationnelles approchées du nombre v; en 
prenant, par exemple , 1» valeur vr=3-+-| + 7;; on en conclurait 
que la deml-cIrconférence est sensiblement égale à trois fols le rayoa 
plus le 8.°** du rayon plus le S."'^ de ce 8."* 

On pourrait passer ensuite aux expressions Irrationnelles , dans 
lesquelles on Introduirait successivement ^2» V^y V^ 1 V^'*'***^ 
on pourrait poser ; p^r exempte , 

prenant alors pour ^ tl ^ deux fractions ii peu près d'un même 
degré d'approximation^ appelant — la première et — la seconde 4 
il viendrait 



-^ = — r-i- i OU nçx+pçy=smçz 



m 

On chercherait It résoudre cette équation avec des valeurs entières 
de j? , y ^ z , les plus simples possibles ; et , lorsqu'on les aurait 
trouvées , on chercherait à construire de la manière la plus facile 

Texpresslon ^^"^^^ qui donnerait ainsi la valeur approchée de « > 

on en ferait ensuite de même pour les expressions 

i>P+rN/3 x+y\/5 x+ys/ê 



f 2 > 



Qn- pourrait aussi ^ sans sortir du second degré ^ mettre à l'épreuve 
des expressions composées de plusieurs radicaux.. . 
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' On peut auâsl employer dans la même vue la géométrie expé^ 
rimentale. Le rayan donné peut servir de base à une suite d'ope- 
talions ^aphiques , lesquelles donneront naissance à une multitude 
de droites de toutes longueurs que Ton pourra ou comparer immé- 
diatement à la longueur v déterminée à l'avance avec beaucoup 
de précision ^ ou dont on pourra , à mesure , comparer les valeurs 
nmnériques à celle de celte longueur w. Mais ce ne pourrait guère 
être là qu'un travail de cénobite ; et c'est une excellente raison à 
ajouter A tant d'autres de même force y en faveur du rétablissement 
des ordres monastiques. Jusque-là nous ne pourrons guère attendre 
que du hasard des résultats de la nature de ceux que nous venons 
de faire connaître. 



VARIETES. 

» 

Synonymie Mathémalîgue, 
Par un Abonne. 



Géomètre , Mathématiciens. 

LjHiiTOlTiE est vnefàhle contenue , a dit Fontenelle ; et Fontenelle 
a dit vrai. Quoiqu'il paraisse bors de doute / par exemple , que 
c^est de rinde que les connaissances humaines se sont répandues 
en Egypte, et qu'il ne soit pas même certain que llnde ait été 
leur premier berceau , il n'en pas moins officieUemeni addiis dans 
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notre Europe que les sciences exactes > en particulier ^ ont dû leoi 
naissance aux débordemens annuels du Nil , à la suite desquels oc 
ëtait oblige da rétablir les limites des héritages , que la crue de: 
eaux avait fait disparaître ; et comme il fallait pour cela mesure) 
les terres , il était tout simple que les hommes chargés de ce soie 
prissent ou reçussent le nom de Géomètres» 

Telle fut I suivant l'opinion commune , la faible origine de ces 
sciences devenues depuis si imposantes par leur étendue , leur pro- 
fondeur - et l'universalité de leurs applications ; elles ne tardèrent 
pas de recevoir la dénomination de sciences mathématîqyes , c'est— 
à*dire , de sciences par excellence , de sciences qui doivent iire 
enseignées ; mais ^ dès la plus haute antiquité , ceux qui se livrèrent à 
leur culture n'en furent pas moins indistinctement appelés Géomètres et 
Mathématiciens. II parait même que la première de ces qualifications 
avait la préférence sur l'autre ; aussi voyons-nous que Platon , qui avait 
écrit à r«iftrée de son école : Que nul n^ entre ici s'il n*est géomètre^ 
appelait le créateur et le conservateur de Tunivers V Eternel géemètre ; 
et nous voyons aussi (^* Apollonius , qui sans doute ne s'était jamais 
occupé à tnesurer des terres » était , de son vivant même » surnommé 
la Grand Géomètre. 

A. la renaissance des lettres > en Occident » ceux qui se mirent 
les premiers & cultiver, bien ou mal , quelques branches des sciences 
exactes^ ne tardèrent pas i acquérir une sorte d'influence et de 
considération ; par cela même qui aurait dû la leur faire refuser , 
dans un état de civilisation plus perfectionné ; je veux di/e par leur 
application à Tétude de Tastrologie et à la divination. Leur crédit 
fut d'autant pl«s grand que ces prétendus géomètres étaient alors 
en assez petit nombre. Les grands et les princes , souvent plus 
curieux de ce qui est rare que de ce qui est bon , voulurent donc 
avoir leurs mathématiciens , comme ils ont eu , à d'autres époques , 
leurs fous, leurs nains , leurs perroquets , leurs singes, etc» ; et 
dès-lors le mot mathématicien ne fut plus guère que la désignatioa 
jd'un emploi 1 la cour* 

Aujourd'hui 
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lAujourd'huî que les scieqc^s ^xact^s $e $ont , en quelque sorte» 
popularisées ; aujourd'hui que ceux qui le? cultivent sont en assez 
grand nombre , el ne se mêlent plus » en aucune sorte ^ de prédire 
Favenir y. les princes ne se soucient guère de . les retenir près d'eux, 
et de les traîner à leur suite ; en quoi il n'y a peut-être pas un 
très^grand malheur , ni pour les uns ni pour les autres» II n'y a 
donc plus de mathématiciens y du moins dans le sens qu'on attachait 
à ce mot il y a deux siècles ; mais , il y a toujours des géomètres ; 
c*est-à-dire» des hommes qui cultivent librement les sciences exactes^ 
pour leur propre gloire et l'utilité publique. 

Ainsi ^ bien .que le mot mathématicien réveille dans l'esprit des 
idées plus grandes el plus nobles que celles que rappelle le mot 
géomètre \ bien que la géométrie soit aujourd'hui une bien moindre 
^partie des sciences exactes qu'elle ne Tétait autrefois ; ce dernier 
mot a néanmoins de nouveau prévalu sur l'autre, comme au temps 
de Platon» Aujourd'hui , ceux qui cultivent Jes sciences exactes , 
fussent - ils même tout^à-fait étrangers à la .géométrie ^ ce qui se 
pourrait en toute rigueur , se traitent généralement entre eux de 
*géarnètres ; et celui qui les appelle des mathématiciens semble, 
en quelque sorte , annoncer par là qu'il ne l'est pas lui-même, 

11 est remarquable , ati surplus , que , malgré cela , nos mesu^ 
reurs,de terres ont persisté à conserverie titre de géomètres*, mais 
il y a si loin de ces géomètres là aux autres que l'identité de 
qualification ne saurait jamais devenir une source d'équivoque.^ Che;& 
les uns ce mot est i*indice d*une masse de connaissances acquises 
et d'une application constante à les étendre encore : chez les autres , 
au contraire^ c'est tout simplement le nom du métier qu'ils exer- 
cent ^ et ces sortes de géomètres sont , en général » aussi mauvais 
mathématiciens que la plupart des mathématiciens du XVI.* siècle 
étaient mauvais géomètres^ 

Si jamais les sciences exactes cessent d'iètre aussi unîverselle^ient 
cultivées qu'elles le sont au jourdliul ; si , dans quelques siècles , 
eeux qpi en seront les dépositaires se mêlent encore^ comme autre-* 
Tom. FllL 3S 
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fols, de Toulolr prëdire Tavenir; ce qui, à la rigueur, ne serait 
pas impossible ; il pourra prendre de nouveau aux princes la fan- 
taisie d'avoir leurs mathématiciens \ mais on ne saurait être I^ 
géomètre de personne. 

§• II. 

Fort ^ Habile. 

Quel est \e plus fort de Lagrange ou de Laplace , me demandait 
il y a quelques années , un homme de lettres- , purement homme 
de lettres ?-*- J'étais fort tenté de lui demander, à mon tour, qui 
avait été le plus fort de Corneille ou de Racine ^ de Charron ou 
de Montaigne , de Larochefoucault ou A^LahruYéret de Massillon 
ou de Bourdaloue y de îHôpital ou de Daguesseàu , de Cochin 
où de Patru , de Baffbn ou de Viq-d^Azir , de Montesquieu ou 
de Rousseau; il aurait sans douté pris ma riposte pour une mau** 
Taise plaisanterie ; et pourtant je n'aurais eu là aucun tort dont il 
ne m'eût donne la premier l'exemple. 

On est /ort dans un art où le succès est bien plutât dû à un 
long exercice ou a une certaine aptitude corporelle qu'aux qualités 
de l'esprit : on est habile dans une science ou ^ au contraire , la 
aupériorité tient beaucoup moins à rhabitùde qu'elle n'est le fruit 
de la méditation et d'une disposition spéciale de rentendement« 

On dit très-bien, & la vérité , d'un étudiant qu'il est ^\\x^fort 
qu*aucun de ces condisciples; et cela , qn^l que soit d'ailleurs le 
genre d'étude auquel il se livre ; mais ceci i loin de déroger à la 
règles y semble bien plutôt la confirmer. On ne s'exprime ainsi , en 
effet , que parce qu'on suppose que celui dont on parle a le jugement 
trop peu mûr encore pour être en état de penser de lui même ; 
et que tout son travail a dû simplement se réduire \ se rendre 

familières les choses qui lui ont été enseiçnée^i telUa qu'on les 
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lui a enseîgniies y et sans aucun mélange de sts propres idées» 
A y regarder de plus près , il semble , au reste , que ^ pour 
une convenable application des épithètes de fort et à' habile , il 
soit nécessaire d^avoir quelque égard au plus ou au moins d'impor* 
tance et d'utilité de la science pu de Part auxquels on les applique. 
Ainsi , par exemple » on dit d'un escamoteur qu'il est irès-fori et 
d'un chirurgien qu'il est très^halile » bien que l'escamoteur et le 
chirurgien ne réussissent , l'un et l'autre , que par l'adresse de la 
main^ jointe à beaucoup de pratique. On dit , k l'inverse , un 
fort joueur d*échccs et un habile général , bien qu'il faille quel-* 
quefois plus de force de tète pour se tirer avec honneur d'une 
partie d'échecs que pour s'assurer le gain d'unt bataille. Ce ne 
peut donc être que parce qu'ils regardent les sciences exactes comme 
un objet futile » que les gens de lettres disent de ceux qui s'y 
distinguent , qu'ils y sont forts. 

Mais , il parait qu'à égalité d'importance et d*utiltté , la dis- 
tinction établie en premier lieu reprend tous ses droits. 

Il arrive assez communément que les compositeurs » même les^ 
plus habiles , ne sont forts sur aucun instrument ; tout comme les 
plus forts calculateurs ne sont pas d'ordinaires )es plus habiles 
géomètres* , 
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Problèmes de Géomélrie. 



I» OuELLK est la surfiftce décrite danii Teapace par le sommet d^une 
surface conique mobile et variable ^ perpétuelleiaent circonscrite à 
une surface du second ordre , et qui est dVilIeurs telle qu'elle in« 
tercepte toujours «ne portion ëtjuivalente de la surface d'une spbère 
d'un rayon constant qui aurait son centie à son sommet ? à quelle 
surface le plaade'la ligne de'contact'est4il constamment tangent ? 

IL A quelle surface est constamment «langent un plan mobile 
qui coupe une surface du second ordre de manière que l'aire de 
la section plane soit constante ? quelle surface dëcrit dans Tespace 
le sommet d'une surface conique circonscrite qui touche la surface 
courbe suivant le contour de cette section l 
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GEOMETRIE DES COURBES. 



Propriétés peu connues de la parabole , ei construction 
de ""cette courbe p au moyen de quatre conditions 
données j . . 

Par M. L. M. P. Coste , oflScîer d artillerie ^ ancien élève 

de l'école polytechnique. 



i 



iVl. BkuncHON , capîuîne d'artillerie > ancien élève de PëcoTr 
polytechnique , a Fécemment publié un ouvrage intitulé ^ Mémoire' 
sur les lignes du second ordre ( Paris , Bachelier , 1817 )« où ft 
résout tous les cas de ce problème général : Étant donnés n points 
et 5— n tangentes à une conique ; trouver tant d'autres points et 
tant d autres tangentes à cette eourhe qu'on poudra ? 

Cet habile géomètre m*» lui-même indiqué , comme objet d'ej^rekey 
la solution de tous les cas de cet autre problème général r Èèant 
donnés n points et ^—n tangentes à une parabole , trouver tant 
d^ autres points et tant d* autres tangentes à cette courbe qu'on ^oudréK 
C'est la solution complète de ce dernier problème et l'exposition ' de» 
théories qui y conduisent que Je me propose* de puBITer Tcf, en me 
plaisant à reconnaître combien les- conseils de M*. Brianchoni ni.'on9 
été utiles pour parvenir à mon but» 

J'ai dé)à » à la vérité , publié la solution de \\m des cas der or 
Tom. Vlll^nJ' IX ^ i." mars 1818. 36 
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problème ( Annales , tom. VII , pag. 3o8 ) j maïs , celte solution ; 
fondée sur la géométrie deMrîpliYe j peut aezEdbler , à la fats , ia- 
directe et trop compliquée. 

Postérieurement , M. PoNCELET , capitaine du génie , également 
ancien élève de l'école poly technique , a publié ( Annales , Aom VIII , 
pag. I ) , parmi plusieurs théorèmes entièrement nouveaux y et très- 
remarquables , une solution , beaucoup plus simple que la mienne , 
du cas du problème que j'avais déjà traité. On doit regretter qull 
^e se Sûîi pas occupé des autres. 

SI j'ose reprendre de nouveau le problème général^ c'est unl« 
qusment dans la vue d'en donner une solution qui puisse se rat- 
tacher d'une manière plus intime aux savantes recherches publiées 
-par M« Brianchon ^ dans Touvrage déjà cité. 
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Parmi les nombreuses propriétés des sections coniques , il en est 
peu d'aussi remarquables et d'aussi fécondes en belles conséquences 
que celles qui se trouvent comprises dans les deux propositions 
suivantes ^ dont on attribue la découverte à Pascal , et qu'on trouve 
démontrées dans le IV."^", volume du présent recueil ; savoir « géo- 
inétriquement , page 76 ^ et algébriquement , page 38 1. Elles font 
la base principale de Ifécrit de M* Brianchon : elles serviront égale- 
ment de fondement à l'essai' que Ton va lire. 

L Dat^s tout hèsagone ABCDEF , inscrit à une conique ^ les 
points de concours G , H > K des côtés opposés AF et CD , BC 
ft £F , AB \ei DE » sont tous trois sur une même droite ( fig. I )• 

IL Dins tout , hexagone ABCDEF , circonscrit à une conique » 
Us diagonales AD , BE , CF , qui joignent les sommets opposés p 
ise collent toutes trois eh un même point O ( /îg- II ). {^). 

O II est essentiel de remarquer qu'il ne s*ag{t pas seulement ici d'hexagones 
tels qu'on a coutume de les considérer dans les elëmens de géométrie ; maïs 

que, diAi le cas préfént » ces hexagones peuvent non seuieneat avoir des 
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Supposons que la courbe soit une ellipse ( fig. I ) ^ et que cct(e 
ellipse s*allonge, jusqu'à devenir une parabole; supposons de plus 
que, dans cette transformation, les quatre cordes AB , BC, CD, 
DE demeurent toujours d'une même longueur, et qiie le point F 
soit toujours à une même distance finie du sommet que Ton suppose 
s'éloigner à l'infini ; alors les droites AF , EF deviendront deux 
droites parallèles et seront de plus deux diamètres de la parabole ; 
et , en joignant les points A et £ par une droite , on aura le 
théorème suivant : . 

THÉORÈME t. Dans tout pentagone ABCDE, inscrit à me 
parabole , les points de concours respectifs G , H des diamètres 
passant par deux sommets A et lE» afijocens à un même càtê , 
apec les côtés CD et BC opposés à ces sommets , et le point de 
concours K des deux autres côtes AB et DE sont situés sur une 
même droite ( fig. i ). 

Supposons que la courbe sôit une ellipse ( fig. Il ) , et que 
cette ellipse s'allonge , jusqu'à devenir une parabole ; supposons en 
outre que ^ dans celte transformation , lés côtes AB , BC , CD 
demeurent toujours d'une même longueur ; et que le point de 
contact du côté EF avec la courbe demeure toujours à une 
même distance finie du sommet que Ion suppose s'éloigner a 
rinfiAi ; alors 'les points £ , F s'éloigneront à l'infini ; les diagonales 
BE et CF deviendront respectivement parallèles aux côtés DE el 
AF ; et en appelant L le point de concours de ces deux der- 
niers eôt^s , qui sera alors de l'autre côté du point O , an aura 
le théorème suivant: 



an^es rentrans , mats peuvent de plus être têts qae lenrs cAi^s se coupent 
en Are leurs ettrëmîlés ; et la même chose doit s^enleudre des sgâtres poljgone» 
inserîts. et circenacrita dont nous aurons à nous occuper. Ko us avons eependanf 
évité [et tnteraecttooft de cÂ(ëk dans les figures , pour ne pas les cofiiplîqner ; e€ 
c'est dan» i« même vue que n6ut «vote sous^eateoda le» çoosbt» qu*U Mt d'aiUfiiiP 
tic»-facile de s^ppiécr.^ 
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THÉORÈME 2. Dans tout pentagone ÂBGDL , circohscrit à une 
parabole , les parallèles BE et CF , menées aux deux côtés LD , 
LA dun même sommet L ^pur les sommets B e/ C , respectivement op^ 
posés à ces côtés ; et la diagonale AD , qui joint les deux autres 
sommets , se coupent toutes trois au même point O ( fig. 3 ). 

Retournons à l'hexagone inscrit ( Hg. I ) ; supposons encore que 
la courbe , d*abord une ellipse , s'allonge de manière à devenir 
une parabole. Supposons que , dans cette transformation , les trois 
cordes AB , BC , CD demeurent toujours d'une même longueur « 
et que les points E et F soient constamment à une même distance 
£nie du sommet que Ton suppose s'éloigner & l'infini ; alors D£ 
et âF deviendront parallèles , et seront deux diamètres de la parabole ; 
le point H s'éloignera infinimeni ^ sur OK , en s'ëcartant de K ; 
BC et GK se.ront docc parallèles ; et , en joignant les points A et 
D par une corde , on aura le théorème suivant ; 

inÉORÈME 3. Dans tout quadrilatère ÀBCD, inscrit à une 
parabole , les points ,de concours respectifs G et IL des .diamètres 
AG et DIÇ , passant par /es extrémités d'un même côté AD , at^ec 
les côtés CD et AB qui comprennent celui-là , sont sur unje parallèle 
GK au quatrième côté BC ( fig. 4 )• 

Retournons à Thexagone circonscrit ( fig. II ) ; supposons toujours 
que la coqrbe , d'abord elliptique , s'allonge jusqu'à devenir une 
parabole* Supposons que p dans cette transformation , les deux côtés 
AB et BC demeurent toujours d'une même longueur» et que les 
points de contact des côtés DE et EF ayec la jcourbe demeurent 
toujours k'une même distance finie du sommet que l'on suppose 
6'éloigner à l'infini; alors la diagonale BE deviendra un^ diamètre 
de 4a parabole ; et les deux autres AD et CF deviendront res- 
pectivement parallèles à CD et AF ; en désignant donc par L le 
point de concours de ces deux der^iicrs côtés , lequel $e trouver^ 
alprs à Topposite du point O , on aura le théorème suivant : 

THÉORÈME 4. Dans tout quadrilatère ABGL , circonscrit à 
une parabole p les parallèles AD , CF menées par deux sommets 
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oppcsi> A , C , aux deux côtés CL , AL concourant à Vvn quel^ 
conque L des deux autres sommets , et le £anfètre BE passant 
par le quatrième sommet , sont trois droites qui se coupent au 
mime point O. ( fig, 4 )• 

Ces quatre théorèmes sont fondamentaux dans la lliéorle qui 
nous occupe : ce qui va suivre n'^en ofirlra plus que de faciles 
conséquences* 

Si l'on suppose (£g« i ) que le point D , sans quitter la courbe « 
s'approche du point £ , jusqu'à se confondre avec lui , alors DE-- 
deviendra une tangente , et le pentagone un quadrilatère , et Toa 
aura le thëorèoie suivant: 

THÉORÈME 5. Dans tout quadrilatère ABC(DE) , inscrit . 
à une parabole , le point G de concours du côté C(DE) ai^ec le 
diamètre passant par A^ le point H de concours du côté BC ai^ec 
le diamètre passant par (DE) , et enfin le point K. de concours du 
câté AB at^efi la tangente en (DE) , appartiennent tous [trois d 
une même droite ( fig. 5 ) (*). 

Si Ton suppose ( fig. 2 ) que , les deux côtés CD , LD demeurant 
toujours tangens à la courbe , l'angle CDL diminue jusqu'à de- 
veiiirnul; D deviendra le point commun de contact de CD et LD 
avec cette courbe , le pentagone deviendra un quadrilatère , et Toa 
aura le théorème suivatit : • 

THÉORÈME 6. Dans tout quadrilatère ABCL ; circonscrit à 
une parabole >, la droite AD qui joint le sommet A au point de 
contact D du côté LC , et les parallèles BE , CF , menées res^ 
pectivemeni aux côtés LC , LA , par les sommets Bef C se coupent 
toutes trois au mime point (fig. 6) (^*). 



'(*) Ifoos exprimons le point de eontact par une double lettre , afin de rendra 

plos apparente la relation entre les figures dérivées et celles desquelles elles dérivent. 

(*^) Nous plaçons an point de contact la lettre du sommet anéanti 1 afin de nienS 

laire saisir la relation entre J^es fi£Qre8 dérivées et celles desquelles «Um dérivent. 



* 
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SI Ton suppose ( fig. i ) que le point G « sans quitter la eovrbe, 
s'approche de D , jusqu'à se confondre avec lui ; alors CD deviendra 
une tangente 9 le pentag;one deviendra un quadrilatère ^ et Ton aun» 
le théorème suivant ; 

THÉORÈME 7. Dans ioni éfuairiluûre AB^CD^E ^ inscrit à 
une parabole ^ le point G de concours dm diamètre passant par 
A at^ec la tangente en (CD) , le point H de concours du diamètre 
passant par E a^ec le côté B(CD) , et enfin le point K de con^ 
cours des côtés ÂB et C^D£) y appartiennent tous ttois à une 
mime droite ( fig« 7 ). 

St l'on suppose ( fig. 2) que, BC et CD demeurant toujours 
tangentes ^ Tangle BCD augmente /jusqu'à valoir deux angVes droits ^ 
le point C deviendra un point de contaet , le pentagone deviendra 
un quadrilatère , et Ton aura le théorème suivant :. 

THÉORÈME 8. Dans tout i/madnlatère kWDiL r nrconscrit è 
une parabole ^ la diagonale AD , Ar parallèle BE menée au côté' 
LD par le sommet B , et enfin la . parallèle CF menée au côté 
AL pur le peint C de contaa dû côté BD , àe coupent toutes 
trois en un même point O ( fig. & ). 

Si Ton suppose ( fig. 3 ) que le point B , demeurant tnujour» 
aur la courbe , s'approche de G jusqu'à se confondre avec lui , 
BC deviendra une tangente, le quadrilatère se réduira à un triangle,, 
et oa aura le théorème suivant : 

THÉORÈME 9. Dans tout triangle A(BC;D , inscrit è une 
parabole y les points de concours G tf/ K des diamètres menés 
par deux sommets A et D ^ avec les côtés respecti^ment opposés 
D(BC) et A(BC , sont sur une droite GK pçraUète à la tangente 
mu troisième sommet (BC) ( fi^. 9 \ 

.SI Von suppose ( fig. 4 ) T*^ AB et BC demeurant toujour» 
tangentes à (a couibe » Tangle ABC augmente , jusqu'à valoir 
detfx an^lc^ dr^lh / le poîrtt B deviendra un point Je contact, 
le quadrilatère se rédiolrA i un triangle , et i'oa aura le thi<ftf^r*» 
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THÉORÈME lo. Dans tout triangle ALC circonscrit à une 
parabole , les parallèles AD et CF , menées à deux côtés LC et 
La, par les sommets respectivement opposés K et C, et le dia- 
mètre BE mené par le point B de contact du troisième côté AC , 
se coupent toutes trois en un même point O' ( fig. lo ). 

Si Foa suppose ( fig. 3 ) que ie point B ; sans quitter la courbe , 
^'approche du point A jusqu*à se confondre avec lui , AB deviendra 
^ne tangente , le quadrilatère se réduira à un triangle , et Ton aura 
le théorème suivant : 

THÉORÈME II. Dans tout triangle (AB)CD , inscrit à une 
parabole , le point G d€ concours du diamètre passant par le 
sommet (AB) avec le côté CD » et le point de concours K du 
diamètre passant par le sommet D avec la tangente en (AB) , sont 
sur une droite GK , parallèle au côté (AB)C (fig, n ). 

Si l'on suppose ( fig« 4 ) que , les câtës BC et LG restant tou- 
jours tangcns à la courbe , l'angle BCL diminue jusqu'à devenir 
nul ; alors le point G deviendra un point de contact , le quadrlîa"- 
rère se réduira à un triangle , et Ton aura le théorème suivant : 

THÉORÈME 1 2. Dans tout triangle AÇL , circonscrit à une 
parabole , la parallèle au côté LB menée par le sommet A , la 
parallèle au côté LA menée par le point C de contact de LB , 
et enfin le diamètre conduit par B se coupent toutes trois au même 
point O ( fig. 12 ). 

Si Ton suppose ( fig. 5 ) que le point B , sans quitter la courbe/ 
s'approche du poifit A , jusqu'à se confondre avec lui , AB deviendra 
une tangente , le quadrilatère se réduira à un triangle , et Ton aura 
le théorème suivant : 

THÉORÈME i3. Dans tout triangle (AB)C(DE) , inscrit à 
une parabole , le point K. de concours des tangentes à detim^ som» 
mets AB et DE » et les points O et }^. oit les^ diamètres menés 
par ces mimes sommets concourent avec Uf côtés respeetipement 
opposés (DE)C et (AB}C , sont tous trois sur une même droite 
( fig. t3 ). 
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Si l'on suppose ( fig. 6 ) que , les deux càiés AB et AI> né 
cessant pas d*élre tangens à la courbe , l'angle BAL diminue just- 
qu'à devenir nul ; le point A deviendra un point de contact , le 
quadrilatère se réduira à un triangle, et To^ aura le théorème suivant % 

THÉOHÈME 1 4. Dans tout triangle BLC , cir conscrit à une 
parabole , la corde AD çui joint les points de contact de deux 
côtés LB et LG avec la courbe , et les parallèles GF et BE 
menées à ces mimes côtés par les sommets respectivement opposés-^ 
se coupent toutes trois en un même point O ( fig. 1 4 )• 

SI l'on suppose ( fig^ 5 ) que le point B , sans quitter la* 
courbe , s'approche da point G , jusqu'à se confondre avec luîv 
BG déviendra une tangente , le quadrilatère se réduira à un triangle, 
el l'on aura le théorème suivant: 

THÉORÈME i5. Dans tout triangle A(BC)(DE) ,, inscrit à 
mne parabole , le point G de concours du côté (BCXDE) avec le 
diamètre passant par le sommet A , le point H de concours de 
la tangente au sommet (BC) cLvec le diamètre passant par (DE) ,. 
et enfin le point K de concours du côté A^BG) avec la tangente 
au sommet (DE)^ sont situés sur une même droite ( fig. i5 )^ 
' Si l'on suppose ( fig. 6 ) que ^ AB et BG restant toujours tao- 
gpntes { Tangle ABG augmente , jusqu'à valoir deux angles droits.; 
le point B deviendra un point de contact , le quadrilatère se ré-^ 
duira à un triangle , et on aura le théorème suivant i. 

THÉORÈME 16. Dans tout triangle KLC , circonscrit à une 
parabole , la droite AD qui joint le sommet A au point de contact 
D du côté opposé LG , la parallèle au côté LA menée par le 
sommet C qui lui est opposé y et enfin la parallèle menée au côté 
LC , par le point de contact B du côté AG se coupent toutes trois* 
en un mime point O ( £[g, 16 ). 

Si Ton suppose ( fig. %t ) que le point G , sans quitter la 
eourbe s'approche* du point D , j.usqu'à se confondre avec lui ; GD 
deviendra une tangente , le triangle se réduira à une-corxle , et 
Toor aura, lie théorème suivant : 

THÉORÈME 1 7. 
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THÉORÈME i^. Les tangentes aux deux extrémités (AB) et 

(CD) d'une corde quelfonqu^' dhifte piirabàie , concourent avec les 

diamètres passant par les extrémités respectivement opposées , en 

deux points G et K d* uni parallèle à cette corde ( fig. 17 ). 

SI Ton suppose ( fig. la ) que , les deux droites AB et AL 
demeurant toujours tangentes >. l'dngle-'.LAB'diininpe jo&qo'à de-» 
venir nul ; le point A deviendra un point de contact , le triangle 
se réduira à^^un angle circonscfh , ett Fou aura le théorème 
suivant : 

THÉORÈME 18. Les , parallèles menées à chacun des côtés 
A(BL) et (BL)C dua angle. circons^fU à une parabole , par leurs 
points de contact C et k ^ et le diamètre conduit par le sommet 
(BL) de V angle ^ sont trois .droites -quV se coupent en un mém^ 
point O ( fîg. i8 ). • 

Ces deux derniers théorèmes , qui rentrent au .fond Vxm dan» 
'autre, reviennent à cette proposition cfinnue , savoir 5 que Là 
diamètre qui passe par le sommet d'un angle circonscrit à une 
parabole , divise la corde de contact en deux parties égales. 

LE M ME I. Étant donnés quatre, points du périmètre d'une 
parabole , mener , par tun d'eux , un diamètre de la courbe ? J 

Solution. Soient A , B , C , D ( fig. 3 ) , les quatre poiol» 
donnés , et supposons qu'il soit question de mener , par le premier, 

un diamètre de la courbe. 

• • • 

Supposons la question résolue , et soit AG ce diamètre* , con-^ 
courant en G avec CD ; la question se réduira à déterminer le 
point G. 

Soit un autre diamètre par le point D , concourant en K avec 
AB / GK sera ( Théor. 3 ] parallèle II BC , et le point* O 
d'intersectron de AB et CD sera connu. La récKerche du poTnt 
O se réduira à celle de la distance OG ; or , les parallèles BC 
et GK d'une part , et les parallèles AG et DK d'une autre ^ 
donnent 
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OB: OK : : OC : OG , 
OK:OÂ::OD:OG$ 



«['où en muUipliaat pai^ ordse et- réduisant 

AB:0A::OC.OD:ô5' ; 

d'oii 



fin. i- yy^ QA.OC.OD . 

WUs=X^ — Ô5 — » 

quantité très-facile II construire ; mais, à cause du double signe 
du radical , ce Lemme aura deux solutions. 

LEMME a. Étant données quatre tangentes à une parabole i 
mener , par lUnter section de deux d'entre elles ^ un diamètre de 
la aourbe ? 

Solution. Soient AB , BG , CL , LA. ( fig. 4 ) 1^^ quatre tan* 
gcntes données , et B le point parlequel il s'agit de mener un diamètre 
de la courbe. 

Far les points A et G , soient menées des parallèles respectÎTes 
à LC et LA , se coupant en O ; alors la droite BO sera ( Jhéor. 4 ) 
le diamètre cherché. 

Ce Leipme qui , comme Ton voit , n^admet qu'une solution , 
peut être résolu sans Tin teryen lion du compas. Il n'exige , outre 
la règle , qu'un instrument à tracer des parallèles , tel qu'une ëquerre 
à angles quelconques. 

LEMME 3. Étant donnés trois points du pirimiire ^un4 
parabole y et ^ne tangente à cette courbe par Vun d'eux ; diiefm 
miner la direction commune des diamètres de la parabole? 

Solution. Soient A » C « D ( fig. ii ) les points donnés , et 
soit AO la tangente donnée , passant par le premier : et proposons» 
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m>us de mener I par le point âû, contact A , un dtamèfre de la 
courJbe (*}. 

Supposons la question résolue. Soit G lo point de concours d» 
CB avec le* diamètre mené p^r' A^ ; et soit K le point de concours 
de la tangente avec le diamètre mené par D ^ la droite GK devra* 
{Théor. m) être parallèle à AC; et ^ comme lea deux ^iamètrea^ 
sont au5$i parallèles j on aura 

OC:OG::OA:bK;:OG:OD j 

d*où 

0G=±|/0C.0D } 

on pourra donc déterminer OG , et consëquemment le point G , 
duquel menant une droite au point A ^ cette droite sera un dia-* 
mètre , auquel consëquemment tous les autres devront être paral- 
lèles. 

Maïs 9 à raison du double signe deOG,qu*on peut ainsi porter 
de part ou d'autre du point O , le problème aura deux solutions^ 

De ce que Texprcsslon de OG est indépendante de la situation 
du point A sur la tangente , on peut conclure la proposition sul-- 
vante , dont nous ferons a l'avenir de fréquentes appllcaiions. 

Corollaire. Si une parabole varie de forme sur un plan de 
manière à passer toujours par les deux mêmes points et à toucher 
toujours la même droite ; le diamètra mené à la courbe par son 
point de contact , quoique variant sans cesse de situation , tour* 
nera constamment autour d*un même point fixe. 

11 faut pourtant observer qu'il y aura rëellenient deux poinU 
fixés distincts 9 correspondant aux paraboles qui touchent la droite 
donnée de part ou d'autre de la droite qui joint les deux polpta 
donnés* 



(*) Dàcnonaîs 9 nous ne dëstgnerons plus les pointa marqués de de«x Uttref 
<fae peus U^prvoiière d'entrt^ eUbt; 
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LE M ME ^. Ètcnt dormes trois tangentes à une parabole et h 
point de contact de Vune délies ; déterminer la direction commune 
des diamètres' de la courbe? 

Solution. Soient AC , LA , LG ( fig. lo ) les troîs tangentes 
données et B le point de contact de la première ; tout se réduit 
\ mener , par ce point , un diamètre de la courbe. Or , pour y 
parvenir , il ne s'agit ( Théor. i o ) que de mener , par A et G des 
pardlèles respectives à LC et LA , se coupant en O ^ et alors BO 
sera le diamètre demandé. 

Ce lemme , qui peut être résolu sans Tintervention du compas , 
n'admet , comme l'on voit , qu'o/i^ solution, 

LEMME 5.. Étant donnés deux points du périmètre d'une pa- 
r aboie et les tangentes en ces deux points j mener , par tun ou 
Vautre , un diamètre de la courbe ? 

Solution. Soient A et G ( fig. 17 ) les deux points donnés; et 
soient OA et OC les tangentes en ces points ;.en les prolongeant 
au-deli de O des quantités OK et OG , respectivement égales à 
OA et OB ; les droites AG et CK seront ( Théor. 17 ) deux dia- 
mètres de la courbe. 

11 est clair que ce lemme n'admet ç^xiune solution. 

LEMME 6. Étant donnés deux tangentes à une parabole , ainsi 
4jue leurs points de contact ; mener , par le point de' concours de 
ces tangentes , un diamètre de la courbe ? 

Solution^ Soient BA et BG ( fig. 18 ) les deux tangentes et 
soient A et G leurs points de contact respectifs. En menant par ces 
deux points des parallèles respectives à BG et BÂ| concourant en 
Oj BO sera {Tliéor. 18) le diamètre chcrcbé. 

Ce lemme, comme Ton voit,- n'admet qu'««^ solution. 

Ces deux derniers lemmes retitrant évidemment l'un dans Tautre; 
puisque le dernier peut être résolu sans l'intervention du compas, 

V5UlJ!:e.le.p.eut..ég^lçjG:ieat. -- - - 

^ J^EMME j.. Étant donnas ^uafre points du périmètre d'usé 
parabole; mencr\ par Vun deux ^ me tangente à la.ctxurie?. 



r • ' - * . » 
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' Solution. Soletît A ,• B , C , D ( fig. 5 ) les quatre points donnes j 
et proposobs-novs de mener , par le dernier d'emre' eux une lan- 
gente à la courbe. ^ * • r 

' Soient menés ( Z^/TiTTï^ i ^par A et D* deux dîamitrés,,, rencontrés, 
ïwpectiterilènt en G et H , par les drçîtés CB et BC ; soit mencft. 
GH , rencontrée en K par AB -alors ulL^serdi^i^ Théor. 5). la 
fengente demandée. * . ' ' 

Ce lemme , comme le premier ; duquel II dépend » adinet deux 
solutions. ' ^ . 

^ LEMME 8. Etant données quatre tangentes à une paràhole , 
déterminer le point de contact de Tune d'elles' as^ec la courbe 1 

Solution. Soient LA , AB , BC CL (.fig. 6 ) les qqatre tapgenles 
données \ et proposons - rioos d'assigner lé point de contact de la 
dernière. ' . ^ 

Par B et C soient menées des parallèles respectives \l CL et AL 
concourant en O ; en menant AO , cette droite- (^'Thëor. 6 ) coupera 
CL au point cïierché D. - ' .> :>^ 

.• Ce lemme , qui n'exige pas intervention du 'compas , n*aamet ; 
comme Ton y o\\. ^ ç^' une solution. . - « • 

LEMME 9. Étant donnés trois points du périmètre d'une pa- 
rabote a^ec la tangente par l'un d entre eux -, mener , par tun qupl^ 
eonque des deux autres ^ une nouvelle tangente à Ta courbe? 

Solution. Soient A, C\ D ( fig. i3 )' les Xtoxs points donnés 5 
sok AK la tangente par le premier ; et proposons-pôus de meçcr 
tïiïe rioVivelle tangente^ par le dernier. ^ ' ' ' , 

- Far le lemme 3 « soient dctermmés lés dianîieti'es passant par 
A et D, rencontrés respectivement en G et H , bar CD et AC ; 
MiliAenéé 'GPT, cotipëcéh K par la 'tangente^ donnée ; aloris PK 
»ehi' ( Théor.'^fS)' la tah'gcnlfe demandée/ ' •''" ' ' ''.' '\ 
^ Ce ^èmVl1e^, cohime le Icmme^ 3', admet deux solutions^ ' 

LEMME lo. JE tant donnés trois tangentes à une parabole y et 
k p&ini^ de Cfmtâct de 'fnnê d^tlè}; déiermiiî'eh té ^âint de contact 
de Fune quelconque des deux autres ? 
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LEMME 16. É/ant données deux tangentes à une parabole ^ 

m 

ainsi <jue leurs points de contact ; et un point étant pris arbi^ 
irairement sur Tune d'elles ; mener % par ce point , une troisième 
tangente à la courbe? 

Solution. Soient LA et LD les deux tangentes ( fîg. i4 ); soient 
A et D leurs points de contact respectifs ; et soit enfin B le point 
arbitraire de la direction de la première par lequel on propose de 
mener une troisième tangente à la courbe. 

Soit O le point de. concours de la corde de contact AD avec la 
parallèle à LD condai(e par B ; soit C le point de concours de 
LD avec la parallèle à LA conduite par O ; alors en menant BC f 
ce sera ( Théor. i4) 1^ tangente cberchëe. 

Ce lemme y qui n'exige pas rintervention du compas , n'admet 
t^une solution. 

LEMME 17. Etant donnés trois points du périmètre d'une 
parabole et une tangente quelconque à cette courbe ; déterminer, 
les points de contact de cette tangente F 

Solution, Soient A , B , G les trois points donnés ( fig. 19 ) ; 
et soit ZT la tangente donnée, dont on se propose d'assigner le 
point de contact. 

Soient menées GA , GB , coupant respectivement la tangente 
donnée en D , £ ; soient prises sur ces droites , à partir de ces 
mêmes points , 

alors X I Y seront ( Lemme 3 , GeroIIaire ) deux points de la H^ 
rection du diamètre mené par le point de contact ; de sorte qae 
le point Z d'intersection de la tangente avec XY sera le point d« 
contact cberché. 

A cause des doubles signes de DX et £Y ^ ce lemme peut avoif 
guatre solutions. 

ê 
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LEMME i8. Etant donnés trois tangentes à vne parahole et 
un point quelcom/ue de son périmètre ; mener , par ce points une 
quatrième tangente à la courbe ? 

Solution, Soient LA , AB , BG ( fig. 20 ) les Iroîs tangentes ; 
et soît D le point donné , par lequel il s'agit de mener une quatrième 
tangente à la courbe. 

Supposons la question résolue; et soit DL la tangente cherchée ^ 
coupant se en C. Soit H rintcrsection de AL et BC, soit menée 
AD , coupant BG en G ; les points G et H seront connus ; et il 
sudîra 9 pour mener la tangente demandée, d'en connaître un second 
point G ; ce qui se réduira à connaître la distance CG. Or , si , 
par les points B et C , on mène des droites respectivement paral- 
lèles à LG et LA; leur point O d'intersection detra Ç^Ihéor.Q) 
se trouver sur AD ; on aura donc , à la fois , 

GO : GD : : GB : GC , 

GA:GO::GH:GC ; 

d'o&f en multipliant et réduisant; 



GA;G^::GB.GH;gC* , 



et par conséquent 



;=±X/H 



{^f^. ' M y ^^u GD.GH 



GA 



quantité facile à coDstruîre. 

Mais y à cause du double signe dâ radical , ce lerome pourra 
admettre deux solutions. 

LEMME I g. Étant donnés deux points du périmètre d'une pa^ 
rabote , la tangente en Fun de ces points et une autre tangente 
quelconque } détcrmintr le point de contact de cette dernière ?, 
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Solution. Soient A et B ( iig. 21 ) , les deux points donnes ; sok 
JBC une tangente donnée passant par le dernier ; et soit enfin CT 
une autre tangente donnée quelconque , dant on propose d'assigner 
le point de contact. Si D est l'intersection de AB et GT, ce point 
JD sera aussi donne. ^ ' 

Supposons la question résolue, et soit T le point de contact cherché; 
«oit Ë le point de concours de BG avec le diamètre passant par 
T \ soit X le point de concours de AB et TE ; soit enfin Y celui 
de DE et TB ; alors XY devra ( Thior. g ) être parallèle à 
BG. 

Par une propriété très-connue du trapèze (^) on aura CE=3CB ; 
de sorte que le point £ peut être regardé comme connu ; on aura 
de plus ( Lemme 3 » Corollaire ) 



V 



on poura donc aussi déterminer le point X par lequel et par le 
point £ menant une droite , son interjection Z avec GT sera le 
point de contact demandé. 

A cause du double signe de DX y ce lemme admettra deux 
solutions. 

LEMME 2o. Étant données deux tangentes à une paraïole ; 
le point de contact de tune tT elles , et un autre point quelconque 
du périmètre de la courbe j mener , par ce point , une nouvelle 
tangente à la parabole ? 

Solution. Soient LA et AG ( fig. 23 ) les deux tangentes^ données.; 
soit B le point de contact ^ aussi donné, de la seconde -, et soit 
enfin D Tauire point donné du périmètre de la courbe, et par lequel 



1^ 



(*) Cette proprîëlë est celle qui est renfermëe dans Wnonr.ë que voîci : 
l.ts milieux Jes c6tis parallèles d'un trapèze , le point de conrour de ses 
tZtês non parallèles et le point d!' intersection de ses diagonales , sont ious quatre 
situés sur une mime ligne droite^ , 
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il 5'dgît de lai mener une nouvelle tangente. Si G est le point dé 
concours de ÂG avec la parallèle à AL conduite par D : ce point 
G sera également donné. 

Supposons la question résolue ; soU DL la tangente cherchée p 

coupant respectivement les deux autres AL et AC en L et C. 

Si, par B et G» nous menons des droites respectivement parallèles 

à DL et AL| se coupant en O ; ce point O devra ( Théou 16 ) se 

« trouver sur la droite AD \ on aura donc , à cause des parallèles , 

AB:AG::AO:AD:: AG:AG ; 

d'ûii 

on pourra donc déterminer le point C par lequel et par le point D 
menant une droite , cette droite sera la tangente demandée. 

Mais y à cause du double signe du radical , le lemme admettra 
'deux solutions. 

L'expression de AC étant tout-2i-fait indépendante de la situation 
du point D sur GD ; on en peut conclure la proposition suivante. 

Corollaire. Si tant de paraboles qu^on youdra touchent les deux 
mêmes droites , et touchent l'une délies au même point , les tan^ 
gcntcs menées à ces courbes par un autre point quelconque de 
cette dernière droite , auront toutes leurs points de contact sur 
une même parallèle à la première. 

LEMME ai. Étant donnés deux points du périmètre dune pa-' 
rabole et deux tangentes quelconques à cette courbe j déterminer 
les points de contact de ces tangentes ? 

Solution. Soient A , B ( fig. 23 ) les deux points donnés ; et 
soient CD , CE les deux tangentes données , coupées respectivement 
en D et E par la droite AB , et desquelles on propose d'assigner 
les points de contact. 

Supposons la question résolue; soient X et Y les points cherchés; 
^1 Ton prend I sur les deux tangentes, G^^^C^; Gy^=:CY; 1^ 
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droites XY^, YX^ devront ( Thion 17 ) être deux diamètres de la 
courbe , et consëquemment parallèles ; mais , en prolongeant AB 
jusqu'à la rencontre de ces diamètres en G et H , on devra avoir 
{Lemme Z, Corollaire) . 

DG=i:v/DA.DB , EH=i;/EAlEB ; 

les points G et H peuvent dont être considérés comme connue ; 
et l;si question se trouve réduite ii faire passer par ces points deux 
côtés opposés d'un parallélogramme dont les sommets se trouvent 
sur XX^ et YY^. 

Or, entre divers moyens de parvenir \ ce but ; on peut em- 
ployer <:eluî.ci ; Porter CD , CE sur CX^ , CY^ de C en IV , Em- 
mener D^E^ et prolonger cette droite » de part et d'autre « des 
quantités D'G^=DG , E'H^=EH ; alors GH^ et G^H seront les 
deux diamètres qui détermineront sur les tangentes données les 
points de contact X , Y demandés. 

A cause des doubles signes de DQ et l^H ^ ce lemme peut 
admettre quatre solutions. 

LEMME 33. Étant donnés deux tangentes à une parabole et 
deux points quelconques de son périmètre ; mener par ces points 
deux nouvelles tangentes à la courbe ? 

Solution. Soient CD , CE les deux tangentes ( fig. 24 ) » et 
A , B les deux points donnés , par lesquels on propose de faire 
passer deux nouvelles tangentes. Par ces deux points soient conduites 
aux deux tangentes des parallèles respectives les coupant en D et 
£ , et se coupant elies-mâmes en F ; le parallélogramme CF $era 
entièrement connu. 

Supposons la question résolue et soient T, U les points' o& les 
tangentes par A p B coupent CD et CE ; soit V le point où elles 
se coupent elles-mêmes ; soit menée TU coupant respectivement 
FD , F£ en X » Y } en menant VX , VY , ces deux droites devront 
< Théor. 8 ) être respectivement parallèles à CD t CE ; on aura 
donC| à la fois, 



&S» CONSTRUCTION 

DA:DX::TA:TV::TX:TY::DXa)F , 

EB:EY:;UB:UV::UY:UX::EY;EF ; 

d'où on conclura 

DX=±/da.DF , EY=HH;v/ÊBXF ; 

on pourra donc déterminer les points X , Y , et par consëcpienC 
la droite TU , et Gnalemeut les tangentes demandées TV et UV. 

Â cause des doubles signes de DX et £1Y ^ ce lemme pourra 
admettre quatre solutions. 

Les préliminaires que nous venons d'établir ne sont pas tous né^ 
cessaireSy pour l'objet principal que nous avons en vue; mais nous- 
avons cru n'en devoir rien supprimer , afin de former un ensemble 
plus symétrique et plus complet. Venons pre&eniement à cet objet 
principal. 

PROBLÈME I. Étant donnés quatre points du périmètre d'une 
parabole , déterminer tant d'autres points et tant de tangentes à 
cette courbe qu'on coudra ? 

Solution, Par le I^emme 1 1 , on trouvera tant d'autres pomts de 
la courbe qu'on voudra ; et , par le Lemme 7 , on lui mènera de» 
tangentes par chacun d'cuxt 

Le problème aura deux solutions au plus» 

PROBLÈME IL Étant données quatre tangentes à une para-^ 
tôle 9 déterminer tant d autres tangentes à cette courbe ei tant de 
points de son périmètre quon coudra ? 

Solution. Par le Lemme 12 , on trouvera tant d'autres tangentes 
k la courbe qu'on voudra; et, par le Lemme 8 ^ on déterminer» 
le point de contact de chacune d'elles. 

Le problème n'aura c^uune solution , et pourra se résoudre avec 
la règle et Téquerre à angle quelconque seulement , sans l'inter- 
.ventloa du compas» 






DE LA PARABOLE. 283 

PROBLEME IIL Étant donnés trois points du périmètre dune 
parabole et une tangente à celte courbe ^ trouver tant d'autres points 
de son périmètre et lui mener tant d'autres tangentes qu^on voudra ? 

Solution. Ou la tangente donnée contient un des points donnes , 
ou bien aucun d'eux ne se trouve sur sa direction , ce qui fait deux cas. 

Premier cas. La tangente donnée passant par l'un des trois points 
donnés ; par le Lemme i3 , on déterminera tant d'antres points de 
la courbe qu'on voudra ; et , par le Lemme 7 > on mènera par chacun 
d'eux une tangente à la courbe. 

Ce cas aura généralement deux solutions. 

Deuxième cas. Aucun des trois points donnés ne se trouvant sur 
la direction de la tangente ; par le Lemme 1 7 , on déterminera le 
point de contact de cette tangente ; le problème se trouvera ainsi 
ramené au Problème L 

Ce second cas peut avoir quatre solutions • 

PROBLÈME IF. Etant donnés trois tangentes à une parabole 
et un point de son périmètre ; trouver tant d'autres tangentes à 
la courbe et tant de points de son périmètre qu'on voudra ? 

Solution. Ou le point donné est sur la direction de Tune des tangentes , 
ou bien il ne se trouve sur aucune d'elles, ce qui iz\t deux cas. 

Premier casm Le point donné se trouvant sur Tune des trois tan- 
gentes données; par le Lemme i4i on déterminera tant d'autres 
tangentes à la courbe qu'on voudra ; et , par le Lemme 8 , on dé- 
terminera le point de contact de chacune d'elles. 

Ce cas n'aura jamais f\K\une solution , et n'exigera pas Tlntervention 
du compas. 

Deuxième cas. Le point donné ne se trouvant sur la direction 
d'aucune des trois tangentes; par le Lemme i8, on déterminera la 
tangente en ce point, le problème se trouvera ainsi ramenéau PloblèmilL 

Ce second cas aura , au plus ^ deux solutions. 

PROBLÈME V. Étant donnés deux points du périmètre d*une 
parabole et deux tangentes à cette courbe , trousser tant d autres points 
et tant d autres tangentes à la courbe qiion voudra ?, 
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Solution. Ou les deux points donnes sont respectiycnnk^nt sur les 
deux tangentes donndes , ou bien l'un d'eux seulement est sur une 
des tangentes, ou bien enfin ils sont tous deux hors de leurs dt«* 
rectlonSy ce qui fait trois cas. 

Premier cas. Les deux points donnés étant sur les tangentes données^ 
par le Lemme i5 ou par le Lemme i6, on déterminera un trolsièsie 
point ou une troisième tangente ^ ce qui ramènera le problème ^\x premier, 
cas du Problème 3 ou du Problème 4* 

Ce premier cas n'aura jamais cj^^une solution ^ et n'exigera pas 
rintervention du compas. 

Deuxième cas. L'un des points donnés seulement étant situé sur 
Tune àts tangentes données ; par le Lemme 19 ou par le Lemme ao^ 
on déterminera la tangente par Tautre point ou le point de contact 
de Tautre tangente ; ce qui ramènera la question au cas précédent^r 

Ce second cas aura , au plus , deux solutions. 

Troisième cas. Enfin ^ aucun des deux points donnés ne se trouvant 
sur la direction ies tangientes données; par le Lemme ai ou par le 
Lemme 2a , on déterminera les points de contact des tangentes données 
ou les tangentes aux deux points donnés } ce qui ramènera la question 
au Problème I ou au Problème IL 

Ce troisième cas pourra avoir quatre solutions^ 

Nous avons donc , en elFet , ainsi que nous l'avions promis , comi» ' 
plètement résolu ce problème général : Étant donnés n points dw 
périmètre aune parabole et 4— n tangentes à cette courbe , déterminer 
tant Vautres points et tant d* autres tangentes à la courbe qu'on coudra? 

QUESTIONS PROPOSÉES* 

Problème de Géométrie^ 

JLI^CIURE tme section conique qui toucbe à la fois cinq secttens 
coniques données , aa nombre desquelles peuveat se trouTer de^ 
(oints et de» dcoites» 
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GÉOMÉTRIE ANALITIQUE. 

' Essai sur les tangentes aucù courbes planes ; 

P^r M. Bret ^ professeur à la faculté des sciences de 

Grenoble. 



vJn sait que la mëfhocfe imaginée par Roberval , pour mener de» 
tangentes aux courbes, e&t fondée sur les lois du mouvement d'un 
point générateur. Nous nous |)roposons , dans cet essai , de déduire 
ces mêmes constructions de i anaiise > et de les généraliser. 

Soi! 

* 
l'équation ^ en coordonnées rectangulaires d'une courbe plane drnnée 
quelconque ; si ^ et 1^ sont les coordonnées d'un point détermin4à de 
cette courbe , on aura 

F(X,r)=0; 

les dquations de la corde qui joindra ce poiut au point {x , f) s^ont 

X:=x-\-ar , r=^+3r; (A) 

on aura donc Téquation 

< 

F(jr-Hfr ; y4-îr)=:o $ 

Tom. FUI , ».« JC , I .« ami 1 8< 8. 39 
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I en dëveloppaot ef remplaçant jslmpk'mentj^ pour Arij^tf ^ ^L^fX) 

I par F , elle deviendra 



*'+('5+*f)'+ 



en obsçr^ant ^qiie ^^9.^ ^le m t^uU il 



/ dF dF \ 



^?f* ••>•.• «^ •• • p w o • 



Cela pose ^ nous exprimerons que cette droite est tangente , en 
posant r=o ^ ce <jui donjp^9 Té^u^tion de condition 

* 

dP . , dF 

ia^iM^le «e^pT^tt ^<;oii;iëfu emmena que la corde (A) est ta^gen^e à 
la courir, 

Eliminant donc a ei 6 entré cette dernière et les équations (A) , 
nous aurons finalement pour Tëquatioa de la tanjgent» 

dans laquelle x et y sont les coordonnée^ du point de contact , 
tandis que ^ et 2^ sont les coordonnées courantes. 

En conséquence, Tëquation d'une perpendiculairja h la tangenl^i 
p?irk, point {j^^x) seiM 

done . si Ton fait 

dp .. dF 



X-xsf.^ , Y^Y 



d* ' f /^ir * 
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|i itZTït quelconque ; ces équations représenteront les coordonnées 
des dlfTéiens points de la normale 9 ce qui doane lien k la cons- 
truction suivante : 

Au point (^>y)f on mènera des parallèles respectWes aux axes* 
rectangulaires ; et on portera sur ces parallèles j» à partir de c^ 

point , des parties proportionnelles ^ "T" ^^ ;r~ t àthevant enfin le 

rectangle de ces parties , la diagonale qui dans ce rectangle joindra 
le sommet (^ ^ y) au sommet opposé^ sera la" A^rmale à la courbe. 
Soit présentement un point fixe quelconque («1 /s) ; soit p 1» 
distance variable de ce point au point (x , y) ; lar«ourlle*peprra:étre exv 
primée par une équation de relation entre p et s t éq^iation qu# 
nous supposerons être 

On aura* donc 

ie sorte qae l'ëquatron de la courbe , en eoordonà^ re(^g^làli%ir> 
«era 

•o aura donc y pour les équattohs de la normale , 

Maist en . remplaçant simplement, pour abréger , f(;^|;^]j jpiHP ^^ 
on trouve 



dy d/ dj^ djr ** 



•^, cfdlniM von/a d^(}! 
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dp . «— « io y—/» ^ 



il viendra 



dF a?—* d^ d^ 

djc V^v*— «y'+Cr— /«)* dp/^ àx ' 

dF y^$ d^ 

djr ~ V/ C«— •;»+yr— ^)v d/i ' 



de plus ; Cfn sait que 



- I 



sont les cosinus respectifs des angles que fait le rayon vecteur p 
avec les axes des x et des y : de sorte qu*en ri'prc'sentant ces cor 
sjuus par <i et ^ ^ les équations de la nor;naie deviendront 

„ _, Sp , dp 

9 

i*oii l'on déduira la construction suivante : 

Soit porté sur le rayon vecteur/?, et sur la coordonnée jr , 1^ 

partir ^u point (^, ^), des longueurs respectivement proportionnelles k 

d^ df ^ 

--p et — ■ ; en construisant un parallélograo^jne sur ces longueurs , 

la diagonale qui joindra le sommet {p , s) de ce parallélogramme 
au sommet opposé sera normale à la courbe. \ 

On conçoit qu*on obtiendrait uqe consIructloQ- semblable ^ en partant 
de Téquatlon ^^/?,^)=o. 

^ent enfio deux points fixe» quelconques (n , /i) et (#^ $ fiO i 
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soient p j J^ les distances respectives de ces deux points \ un point 
de la courbe ; cette courbe pourra être exprimée par une équation 
de relation entre p et ^^j équation que nous supposerons être 

On aura de plus 

* 

de sorte que Téquation en coordonnées rectangulaires sera 

Mais, en remplaçant simplement^ pour . abréger , '^(j^fPOt^^ i^i. 
on trouve 

dF _ dC^') _^ d^ df» d4^ df/ 
dop dx d/i dx ' d/^ d^P ' 

dF _ A(^) _ i^ dp di^ d;/ 
djr éjr àp dy dpf éy * 

On a d'ailleurs , en désignant par a , B^ a^ ^ 2^ les cosinua de5 
angles que font les directions /? » p^ ayec les axes des ;r et des jr ^ 



an aura donc 


* 


* 


SB 







êu moyen de , quoi les é^uatîoas do la norxnalg tfcroQl 



\ 
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^Ah en diklolnt ia coDStruclion suivante : 

Soient portées sur p et p^ $ It partir au point (s pf) ^ de» 

longueurs respectivement proportionnelles à -— et — ■ / en xcens* 

truisanl* un p^allélogramme sar. ces longu^eurs , , la diagonale qui 
joindra le sommet {x , y) de ce parallélogramme au sommet opposé 
i^ra nonnale à la courbe. 

En appliquant ces constructions aux seetions eoniques , il OA 
fësulie diverses méthodes, pour mener des tangentes à ces courbes- 

On sait d'abord qu*^! . rapportait une. section -conique a Tun de 
ées foyers et une parallèle à sa directrice j son équation prend I* 
forme 

Jp-^Bx+C=o p 

de qui donné -r-- =^ ^ ^ ^^'* ^^^ ^'^'^ ^^'* V^'^^ prenant res- 
pectivement sur p et s des parties proportiocnelles aux grandeurs 
constantes ^ et jff , et ^chevani le parailélogramme , sa diagonale 
sera la normale à la courbe. 

Comme, en particu{ié^. ,| o». a ppilf-ki' parabole ff=;—^y/ , il s*en-^ 
suit que , pour cef te courbe , la normale divise en deux partie» 
égaies l'angle des coordonnées s et p. 

En secnqd lieu , op sait qu'en rapfiyDrtant T^ipte et Thyperbola 
à leur» ffyççs ^ ou a poi» i^ur équation» . 

ip'jpp^mmAii» 
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ce qui donne rr =' * d^ ^ — ' ' '^^ ^*^^ dëduîl la construction ; 

très^connue , des géomètres grecs ', et qui prouve que , soît la 
tangente , soit la normale , divise en deux parties ëgalies Tangle des 
rayons vec leurs. 

Dans an second article , «lous étendrons fces méthodes a la cons- 
4ruction des plans tangens aux suriàces courbjes ei des tangentes 
aux courbes k double courbure. 



QUESTIONS RÉSOLiaES. 

Solution du problème de étatique pr(^fHMé à la pa^e 72 

de ee volume (*) ; 

Par M. BéRARD , principal du collège de J^fânçoBiiBeiDbito 

de plusieurs sociétés isayàntes. 



VJE problème , quoique très-élémentaire , mérite néannroîtis Quelque 
attention ; tant parce qu'il est susçe][>tible ^'unerapjAicatian journalière 
que parce qu'il est très-facile de se méprendre m^ essayant de le 
résoudre» C'est par ce double motif que pous. avons cru deyqir le 
généraliser un peu ^ en l'énonçant aipsi qu'il suit : 



O On a déji publié une solatioo du nièmè problème i la paga ig6 de 

ce yelnme | mais , comme celie-d est plus générale i 3 a paru convenable •d'èa 

faire mention. On en a aeolemeni modifiîS Aei fiqtations , afin d'en rendre plus 

facile la comparaison avec la première , que M« Bérard n'avait pu encere opfi« 

aattre loraqu*il a rédigé celle-ci. 

J. Z>. 0. 
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PROBLÈME. Bèter miner Tétai d^ei/ailihre h pîus prochain 
du mouvement , pour un corps pesant de figure quelconque , posant 
'par deux points sur deux plans dont la commune section est 
horizontale et perpendiculaire au plan vertical qui passe par cet 
deux points , en ayant égard au frottement ? 

Solution. Stip[)OSons que le pian vertical dont il s*agîr soit le 
plan môme de la figure ( Hg. i ). Soient OA , OB ses intersections 
avec les deux plans sur lesquels le corps est appnyë ; soient A et 
B les deux points oii ce corps les touche , et soit joint .AB. Soient 
OX et OY une horizontale et une verticale conduites par O dans 
le plan même de la figure* 

Pour fixer les idées , supposons que Oâ soit au-dessous de lliori- 
zontale et OB à gauche de la verticale ; aitisi qu'il arriverait si « 
par exemple , OB étant le profil d'un rempart, OA était celui d'un 
glacis. Soit p l'angle , complément de ÂOY , que fait OA avec 
l'horizontale ; et soit q l'angle , complément de BOX , que fait 
OB avec la verticale» 

Soit C le point de AB oà cette droite est rencontrée par la 
verticale passant par le centre de gravité du corps-, soient CA=tfy 
CB=5. Si nous décomposons le poids R de ce corps en deux forces 
verticales M , N \ passant respectivement par les points A , B ; 
nous aurons 

M^-^Ry iV=4-fl . (l) 

Soient enBn / et if les angles 0\B et OBA que fait la droite 
AB avec les droites OA et 03; comme on a évtdeaiinent 

OD aara 

p'e»t-i-dire , 

^+y+/+a=;- , (a) 

Pow 



^ 

^ 



HÉSOLUES. , agS 

Fou? plus de généralité y soient g Tangle du frottement stir ÛA. 
et h l'angle du frottement sur OB. "^ 

Soit décomposée la force M au point A ^ en deux autres P et 
7, la première dirigée suivant AB et la' seconde formant avec AO 
xin angle OAT égal à l'angle du frottement augmenté d'un angle 
droit ; cette dernière sera détruite par la résistance de 0A« 

Soit pareillement décomposée la forcé N , au point B , en deux 
autres Q et U j la première dirigée suivant BA et la seconde formant 
avec BO un angle OBU , complément de celui du frottement \ cette 
dernière sera détruite par la' résistance de 06. 

Il ne restera donc plus que les deux seules forces P , Q ; et ^ 
comme elles sont directement opposées , il faudra et il suffira pour 
Téijuilibre qu'elles soient égales • c'est-à-dire , que la condition d'é- 
quilibre sera exprimée par Téquatioo 



P=«; 



(3) 



la question se trouve donc- réduite \ évaluer P et Q. 
Or , on a y par les théories connues , 

5//I.TAM 



5w.TAP : 5//Ï.TAM i.M.P:=^M. 



Sin.TAP 



SînXJBQ ;5//i.UBN :: N: Q-^.^^^ i 
on a, d'un autre côté. 



d'où 






donc 



&'0.UBNs=Cps.(^+?) , Sm.VhQ:sCos.(h^u) i 



Tom. VIH. 
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et par consëquent (3) 

OU, en mettant pour M et N leurs valeurs (i) et réduisant, 

i.Sin.(g—p)Cos.(h^u):=:aCos.(/i+ç)Cos.(g'jrO »9 (4) 

telle est donc Tëqu^tlon qu'U faut combiner avec l'équation (a) pour 
obtenir les angles inconnus / et u. 
On tire de Téquation (a) 

d'où 



Sin.ïtesCos.(^+j^+/) , Cos.w=Sin.(;?+^+/) ; 

mais on ,a 

Cos.(&— ii)=:Gos.ÂG)s.zr4"Sin^Sinai ; 

U viendra donc , en substituant , 

Cos.(A— zi)=5=CQS.ASîn.(;>+^+0+Sîn.ACos.(;»+^+/) î 

c'est-à-dire » 

Cos, (A— «) =s Sin .(/>+^4- A+/) . 

On trouverait de même 

tu moyen de quoi Téquation (4) pourra prendre ces deux formes 
fôîn.(g'-;>)Sin.(/>4-y+ii+/)==tfCos.(A+y)Gos.(^+/) , 
^Sîn.(^— ;?)Cos.(^«— «) ssaCos.(Â+f )Sin.(^-hy-^^+v) . 
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Développant la première par rapport à / seulement , en divisant 

par CosJ f et la seconde pajr rapport à u seulement ', en divisant 
par CosM, H viendra 

Tang./^ ^Co5.C9+^)Sin,^— *Sm.(;>— ^)Cos.(;>+y+A) ^ 
_ «Co8.(^4.A)Sin.( ;^4-cr«^f H-^Sm.( p— ^) Cos.* 

développant la première par rapport à g seulement , en divisant 
haut et bas par Cos. g; et la seconde par rapport à h seulement , 
en divisant haut et bas par Cos.^ ; U viendra 

Tang^/ss 



aCos.(^4A)Taiig.^^Cos.( p^ 4^) (Sîik/y-Cos^Taiig^) 

» 

développant encore, savoir: la première par rapport à ^ , en divi-* 
sant haut et b^ par Cos.^ ^ et la seconde par rapport à ^ , en 
divisant haut et bas par Gos^ , on aura 

aiCos.Ç'^Sin.qTang^y+BiSin.p^^€oêflTBng.g) [Sip>(p+y)+Co». (p-^)Tanf^.hJ 
^^'^^ aTvaf^.giO>B.g-&n.qTmt^yHSin.p-(:M.pTang^^^ 

fr &TangJb(Siii./^-Cos.^Tan^^}4^âcCôr7^ 

SI Ton suppose présentement que les frottemens sur OA et OR 
sont respectivement des fractions — et — de la pression ; on aura 



Tang.^— , Tang^=— 5 



ce qui donnera, en substituant et réduisant^ 



^-*-. 
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X 

• \ 

m 

•, mfl(nCot^''^Stn^)4^(mSin,p-**^Cov)CiiSfa>(pj^)-fCo8>(p'|-y )] 



(5) 



Si, pour en revenir à ]a~qae«tion, telle qu'elle avait été pro* 
posée , on suppose pzzéjzso , ces formules deviendront 



TaDg./=Côl.o= — — . (6) 

Cette fonnule fait voir qae, la longueur KR^^^a^h restant la 
m^me , ainsi qoe les nombres m et n , on pourra rendre Tangle z 
d'autabt plus petit , el conséquemmenl donner d'autant plus de pied 
^ rëchelle , que b sera plus grand par rapport k a \ c'est-à-dire , 
d'autant plus que le centre de gravité de l'échelle sera plus rap- 
proché de son extrémité inférieure. 

Cette considération explique un phénomène qui malheureusement 
â été plus d*une fois funeste aux ouvriers. On peut remarquer , 
en elTet , que l'homme placé sur une échelle fait corps arec elle ; 
de manière qu*à mesure qu'il s'élève il en élève aussi le centre de 
gravité. Il peut done se faire que l'échelle lui paraissant solidement 
iétablie lorsqu'il ne la monte pas encore , ou lorsqu'il en monte 
les échelons les plus bas » elle cj^sse ensuite de l'être et finisse 
par glisser sur le terrain , lorsqu'il sera parvenu aux échelons su- 
périeurs. On évfte une partie de ce danger lorsque l'échelle a beaucoup 
plus de masse i sa partie inférieure qu'à sa partie supérieure : on 
peut s'en garantir , dans tous les cas , en suspendant à Téchelon le 
plus bas un poids au moins égal à celui d'un homme. 

Si l'on suppose l'échelle uniformément pesante et si , en outre » 
on suppose les frottemens les mêmes pour ses deux extrémités ^ on 
aura i=a, n^=^m, et la formule 6 deviendra 
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_ m»— I 

Tang./= 



• 



Si 9 dans cette dernière hypothèse, on suppose; comme on l'adaief 
communément, 172 = 3^ il viendra 

Tang./=f ; 

alors donc la longueur , la hauteur et la base du plan incliné seront 
entre elles comme les nombres 5 y J^ , 3. 

S'il s'agissait de deux échelles adossées et assemblées à charnière, 
telles qu'on les emploie pour tailler les arbres ; il suffirait de 
supposer /i=qd , ce qui donnerait 

Nous ne pousserons pa« plus loin les nombreuses conséquences 
qu'on pourrait déduire de nos formules. Ceux qui pourront être 
curieux des recherches de ceKe nature pourront consulter noire 
Siatique des voûtes ( In-4*^ ^^Paris , F* Didot , i8io ) » dans laquelle 
ils verront d'autres effets également curieux du' frottement. 
Nous nous bornerons à observer qu'on pourrait ^ par analogie , re-, 
chercher l'état d'équilibre le plus prochain du mouvement , pour 
tin corps de figure quelconque , posant par trois points sur les trois 
faces d'un angle trièdre , ou même sur trois surfaces courbes données 
quelconques , en ayant toujours égard au frottement. Le problème 

m 

anrait ainsi toute la généralité qu'il peut comporter. 
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Solution d'un cas particulier du problème de dynamique 
proposé à la page 72 de ce çolume ; 

Par M. Le Barbier. 



JlBOBLÈME. Déterminer le mouvement du centre de grapitê 
d'un corps solide posé sur un plan horizontal et terminé inférieur ement 
par une courbe donnée ^ dans le cas où le plan çui passe par 
taxe du corps partage ce corps en deux parties égales et symé*' 
triques (*) ? 

Solution. Soient ABDE ( fig. 2 ) la section du plan yertical avec 
le corps ; A^B^iyS^ cette section dans la position d'équilibre ; position 
oik Taxe AB « qui est alors A^B^ > est suppose yeitical ; Ox , Oy 
deux axes rectangulaires , pris dans le plan de la section ABDE» 
tels que Ox représente la projection du plan horizontal ; G le centre 
de gravité du corps ; K le point de contact de la section ÂBDE 
ayec le plan horizontal. Soient de plus^ CA , CE deux axes rec-* 
tangulaires ^ auxquels nous rapportons Téquation de la section ABDE ; 
M la masse du corps , g la gravité » A la hauteur du centre de 
gravité G au-dessus du plan horizontal > dans sa position d'équi- 
libre; GX, GY deux droites quelconques rectangulaires entre elles. 



(*) L*axe du corps est ici , comme dans notre Mt'motVi sur la stobiliié de 
tiçuilibre des corps flottans ( Awnales , lom. V II , pag. 87 ) , la droite 
verticale qoi , dans la position d'équilibre du corps ^ passe par son centre de 
Sravité. 
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Soient enfin menés GK , ainsi que la droite GH ; perpendiculaire 
5ur Ojt. Soient faits 

La force if g » dirigée suivant la verticale GH , se dc'compose , 
& cause de la résistance du plan horizontal , en deux autres, l'une 
dirigée suivant GK » et l'autre dirigée suivant GF , perpendiculaire 
à GK ; de sorte que MgCos.f sera la force Mg » décomposée suivant 
GK. Mais cette dernière force , que nous pouvons représenter par 
la partie KM du prolongement de GK , se décompose , à son tour, 
suivant KN , perpendiculaire à OX et KL , dirigée suivant OX ; 
ainsi, en achevant le parallélogramme KMNL , on aura KN^^ 3%Cos.'^. 
Le centre de gravité du corps sera donc mue en vertu de la force 
unique 

Mg^MgCos*p^MgSin^f • 

La seconde des équations (i) ( Annales , tom. VIII > pag. 3q ) 
deviept ainii 

ou bien 

« 

Soit maintenant y^/x Téquation de la courbe ABDE , rapportée 
aux axes GX, GY. Si on désigne généralemeat par s Tabscisse 
du point K , on aura évidemment 



Tan6..=~. TaDg.l=:^; 



mais comme 1 au moyen de la formule trigonométrîqne qni donn^ 
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la tangente de la dlflTërence de deux arcs en fonction des tangentes 
de chacun d*eux ; on a 

(Tang.#— Tang.O» 



Sîn.'f = 



(i+Tang.»#)(i+Tang.»0 ' 



U viendra , en vertu des valeurs de Tang.* et Tang.i 

bin. f =r — — r -7— f 

Désignons , pour abrdger , cette dernière fonction de a par F^ ; 
et faisons x^^^a+m. Si a désigne Tabscisse qui répond au point A» 
• sera une petite quantité ^ dans l'hypothèse où le corps a été très- 
peu écarté de sa position d'équilibre *, de sorte que , si Ton développe 
la fonction F(a-l-«) p suivant les puissances ascendantes de « , au 
moyen du Théorème de Taylor ; Téquation du mouvement deviendra, 
en employant les fonctions prime ^ seconde ^ tierce ,#••#... de la 
Théorie des fondions analitiques % 

^= dlT-'^'C^^+T -+TÏ- + ) • <^> 

Gela posé , de la valeur de Sin.f on tirera celle de Gos.^ ; et , 
comme d'ailleurs Gos.f = t^tt, il viendra , toutes réductions faites , 

Si l'on désigne , pour abréger 1 le second membre de cette équation 
par ^x I on aura , à cause de âr=â-^« 

ou bien simplement 



k. 
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3oi 



f = -^ -H- .« 

I i.a ' 



'••••• 



parce que | est zëro en même temps, que «; on aura donc ^"^ par 
le retour des suites , 



, — «_ É«. _ l''^" 



substitqant cette expression de « dans l'ëquation (2) , prenant « et S 
négatiyement y comme l'indique la figure , et ne retenant que là 
première puissance de | ^ il viendra 

Cette ëquation se simplifie en prenant Taxe AG du corps pour 
axe des jr. En effet, dans ce cas a^sh , /h=iO , /^h=oo , d'où 
FA=:Oj et par conséquent 



équation dont l'intégrale est 




+/>' 



)• 



fi et fi^ étant deux constantes arbitraires. 
Si maintenant on difTérentie les fonctions Fa etia, on trouvera 



^â= 



rom. rm. 






:i« 



\ 
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« _ 

Supposons maintenant que la courbe ABDEsoit une des seotioni 
coniques , renfermées dans FëquattoA 



y'=;nx+mx'i (3) 

IWiglne des abscisses ëtant située au sommet de la courbe. SI Ton 
transporte cette origine à une dtstjsnce h du sommet , et que Ton 
prenne pour x positives celles qui se dirigent vers le sommet , on 
aura x'=^h^^»' , de sorte que si , après avoir substitué xette 
Taleur de x dans-I'équation (3) , on efface Taccent de la âooTellt 

abscisse x^ , et que Ton fasse ^ pour abréger 

« 

il viendra 

P*après les râleurs de l£^a et i'a , rapportées ci-dessus , ou trouvera, 
en observant toujours que /h=o , J^à=^ co , et en faisant les ré* 
ductions convenables 

F/h ^ ^Ijn^h) 
^h~ A> 

Ainsi ; en supposant qu'il n*y ait point de vitesse initiale , on aura 



i^fiCou J/EI^ . 



râleur fort sloiple qyj^ fait voir i.® que le mouvement est Indépen- 
dant de la grandeur du corps et de son poids; 2.^ que l'équilibre 
sera stable ou non stable, auivai^ que k sera plu& petit ou plus 
grand que fa ou , ea d'autres tenues , que l'équilibre sera stable 
ou non stable , suivant que la hauteur du centre de gravité au- 
dessus du plan horizontal, sera plus petite ou plus grande que le 
rayon de courbure au sommet de la courbe , et que le mourement 



r 

I 
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sera nul, lorsque la' hauteur du centre de gravité sera ëgale au 
rayon de courbure* Quant i cette dernière condition , il est facile 
4e s*en assurer , par rinspecllon seut^ de la tigure , et par la valeur 
connue du rayon de courbure des lignes du second ordre {*). 

On conclut encore de la valeur de { ce théorème que les petits 
mouvemens seront les mêmes pour tous les corps dont la section 
AËDE est une des lignes du seconâ ordre qui ont le même para- 
mètre ; puisque la valeur de | est indtf[jendatite de m^ 

Si Ton désigne par T le temps d'une oscillation entière , w re- 
présentant toujours , comme à iV>r3hiaItè , le rapport du rayon à la 
demi- circonférence , on aura 

et par conséquent 

d*où Ton volt que le temps d'une oscillation entière est le plus 
petit possible lorsque ^=o » et va' toujours eh augmentant , jus- 
qu'à Â = fii où il. est le plu9 grand possible ^ c'est»à-dire qu*àlorii 
le mouvement est nul. 

On aura la position' du centre de gravité moyennant les coor- 
données HG et OH ; or , HG étant égal à //— ( sera connu ; quant 
Il oh y il est' facile de voif que Ton a 

OH:=iOA,^+ArcAK+CKSin.9 ; 

et , comme nous avons Sin.^ , en fonction linéaire de { , tout sera 
connu dans cette dernière expression. 



O Voyecle Traité de calcul différentiel et de calcul intégral de M. Lacboix^ 
^f^^"'^ !fi.P^V 4^ ( deuaiime édition }• 
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'Solution des deux problèmes de géomélrîe proposés à 

la page 164 de ce volume; 

Par M, Jp B; Durrande , professeur de mathématiques 

au collège d'Agde. 



J/ROSLÈME L A une surface conique donnée quelconque de 
second ordre , inscrire un angle polyèdre y de tant d'arêtes qui on 
poudra , dont les faces passent respectivement par un pareil nombre 
de droites dênnées ^ concourant toutes au sommet de la section 
conique ? 

Solution. Soit coupée la surface conique par un plan arbitraire; 
la section sera une ligne du second ordre , sur le plan de laquelle 
les droites partant du sommet détermineront un certain nombre de 
points. 

Soit inscrit à cette ligne du second ordre un polygone dont les 
cdtés passent par ces points { Annales j tom. VIII , pag. i5i )• 

Les plans conduits par le sommet de la surface conique et par 
cbacun dés côtés du polygone formeront évidemment l'angle polyèdre 

■ * ■ 

demander 

PROBLÈME IL A une surface conique donnée quelconque du 

second ordre , circonscrire un angle polyèdre de tant dejaces qdùn 

coudra , dont les arêtes s'appùyent respectiçement sur un même 

nombre de plans donnés , concourant tous au sommet de la sur^ 

face conique? 

f Solution. Soit coupée la surface conique par un plan arbitraire ; la 
section* sera une ligne du second' ordre / sur le plan de laqueUë 



/ 
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Uê plani partant du sommet détermineront un certain nombre de 
droites. 

Soit circonscrit à cette ligne du second ordre un polygone dont 
les côtés s'appuyent sur ces droites ( Annales , tom. VIII, pag. i5i ). 

Les plans conduits par le sommet de la surface conique et par 
chacun des côtés du polygone formeront évidemment Tanglo po-- 
lyèdre demandé. 



Solutions^ du problème d arithmétique proposé à la 

page }6^ de ce volume ; 

« 

Par MM* Coste , oflScier d'artillerie , 

DuRRANDB, professeur de mathématiques au collëçe d'Agde; 

£t UN ABONNÉ. 



Analise de ces solutions , 
Par le Eedacteue des Aknales. 



Problème. Çutl est le plus petit nombre de poids nécessaires 
pour faire toutes les pesées en nombre rond , depuis une jusqiià 
m , unités , en accordant la faculté de placer des poids dans les 
deux bassins de la balance ? et quels sont ces poids ? 

h Faisons d'abord abstraction de la faculté de placer des poids 
dans les deux bassins de la balance. G>neevons ou'on ait neuf poidf 
d'une unité chacun , neuf poids de dix unités chacun , neuf poids 
de cent unités chacun, et ainsi de suite ^ il est évident qu'avec un 
pareil assortiment de poids on pourra faire » en nombre rond , 
toutes les pesées imaginables ^ depuis Tunité jusqu'à us nombre 
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donné ; et cela par )a même raison qui fait que notre arithmétique 

décimale est propre à exprimer tout nombre entier donné. 

On voit de plus que , pour faire toutes les pesées , jusqu'À lo''— *i 
inclusivement y on aura besoin de gn poids« Faisant donc lo"'^— 1=:/77^ 
d*où io"^77i+i , et par conséquent /i^^Log. (/ti+i); le. nombre 
de% poids à employer » pour faire toutea les pesées jusqu'à m sera 
neuf fois le logarithme vulgaire de m+i» 

En général si Ton ^a — i poids^ d'une unité ^, ^7*— i poids de a 
unités, ^— I poids de Alunites, et ainsi de suite; on pourra, avec 
XBt assortiment d^ poids , faire toutes les pesées en nombre TQnè > 
depuis l'unité jusqp'A. tel npmbre donné quW voudra ; et cela par 
la même raison qui fait qu'on peut exprimer tous les nombres dans 
tout système de numératiça analogue au nôtre , quelle qu'en puisli 
ètjre d'aillejurs ki hgsit. 

On voit qu'ici , pour faire toutes les pesées jusqu'à ^"— i in-f 
clusivement , on aura besoin de ( a — x ) /> poids. Faisant donc 
xs;(a — x)/i et a"—t=sm , d*oâ^ a"=i72-f*i i et par conséquent 



11= , '. il i^enara 

Log,a 



(a— ^i)Log.(m-f-i) 

Log,a 



Si Ton veut pcofiter. de l'Uidéteniiinatloii de a \pour rendre le 
nombre dos poid3 « le moindre possible » il faudra égaler à sérp 
la di£E^Dtielle de 



(tf— i)Log.(m4.i) 
Log.a 

OU plus simplement; puisque m est constant , celle Je 

<i«— I 

Log.a 

£eU.doni% 
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On satîafait d*abord à tette dqoallon en posant #szi. ; mais alors 

la dilFérentielle seconde qui est devient nulle , ce qui prouve que 

cette valeur n'est ni maximum ni minimum. On ne peut d'ailleurs' 
résoudre cette équation «que par les séries; mais , d'un autre côié^ 
on peut s'assurer que» passé la valeur x qu'on ne saurait admettre | 
w croit continuellement avec a\ de sorte qu*il faudra prendra tf «ai 
nous aurons ainsi 

^=: —- ; 

Lo£.2 

les poids ^seront i,a,4»S»i6, 32, •«..••«, et il n'en faudra 
seulement qu'un At chaque sorte. 

Quant à l'exécution des pesées , rien ce sera plus fadile ; il ne 
s'agira en effet pour cela que d'avoir un tableau des nombres natii^ 
rels p écrits dans le système de numération binaire , et le rang des 
chiffres dans chacun de ces nombres indiquera les poids à employer 
pour faire la pesée correspo/idante. 

Ainsi 9 par exemple, si l'on veut faire une pesée de io5 livres; 
comme ce nombre ; dans le système binaire^ tel ainai écrit 

IIOIOOI t 

on en conclura qu'il fitut employer des poids de i i 8 1 3a et 64 
livres ; en effet , 

i+8+3a+64=i:io5 ; 

n. Passons au cas où l'on autorise le placement simultané des 
poids dans les deux bassins do la balance. Jl a déjà été remarqué 



N. 



♦ N 
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qu'en attribuant aux chiffres des valeurs tantôt addîtîres et tantôi 

soustractives , à peu près comme lé pratiquaient les Romains , an 

pourrait réduire ît moitié , ou h peu près, le nombre des divers ca-* 

ractères nécessaires pour écrire les nombres. Supposons par exemple 

qu'il sott question de notre système décimal , et convenons qu'un 

point placé au-dessus d\in chiffre lut donnera yne valeur soustrac- 

tive» il est aisé de voir qu'abstraction faite du zéro y Les cinq chiffres 

1,2,3,4*^ suffiront pour exprimer tous les nombres -, et pour 

trouver les chiffres d'un nombre en particulier, il. suffira de le diviser 

continuellement par dix , en exécutant la division tantôt en dedans 

èl tantôt en dehors ; de manière à avoir toujours le reste le plus 

. petit possible , soit positif soit négatif* Les restes obtenus àe cette 

manière seront les chiffres successifs de la nouvelle expression du 

même nombre. 

Soit f par exemple , le nombre dont l'expression vulgaire est 
176408 ; en le divisant par xo on aura pour quotient 

* 

17941 avec un reste — * ; 
divisant ce quotient par 10 , on aura pour quotient 

1794 avec un reste +* > 
divisant ce quotient par 10, on aura pour quotient 

179 avec un reste +4 î 
divisanl ce quotient par 10 , on aura pou? quotient 

• x8 avec un reste — i ; 

divisant ce quotient par 10 1 on aura pour quotient - 

a avec un reste —a ; 
divisant enfin par 10 1 on aura pour quotient 

o-avec un reste 4*3 ; 

la D&uvelle expression de ce nombre sera donc 



• k 



3ai4i2 , 



Oo 
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Oa Toît donc qu'au moyen de cet artifice , pour faire toutes les 

pesées possibles » il suffira de cinq poids d'une unité , cinq poids 

de 10 unités, cinq poids de loo unités, et ainsi de suite; de telle 

5(10"— i) 
sorte que , poui peser jusqu'à — — — Incluslveoient , Il suffira de 5» 

% -n - « 5(io«— I) ... nm 9'n+5 

caractère. Faisant donc =m , dou io"= -— +i = — - — , 

et par conséquent /2=Log,(9^i+5) — ^Log.S ; le nombre des poids 
nécessaires pour faire toutes les pesées jusqu'à m Inclusiyeroent sera 

5{Log.(9m+5)— Log.5} ; 

les logarithmes étant ceux des tables vulgaires. * 

Généralisons ces considérations ; mais distinguons le cas oh. la 

base du système de numération est paire et celui où elle est 

impaire. 

Dans le premier cas , si la base du système est 2a , on «fera 

toutes les pesées , depuis l'unité jusqu'à — — inclusivement avec 

na poids seulement , dont à de chaque sorte. Faisant donc x^na et 

fl[(2a)"— I] t» ^ y X. (am4-i)a— m • 

— — - =1» , dou (2tf)"= et par conséquent 

^' Log. I (îm-f-ï)fl-i-m ) — Log.a 
"^ Log.a-4-Log.a 

il viendra 

Log. f (îm+i)fl— m ] — Log.a 



./ 



xzna. 



Log a-f-IiOg.a 



Dans le second cas, si la base du système est d^-f*' î <>° ^^'* 

toutes les pesées « depuis Tunlté jusqu'à inclusivement » avec 

a 

na poids seulement , dont a de chaque sorte. Faisant donc x^^na et 
' =m I d'où (aj+ lYs^am -^ i , et.par con^quent 

Tarn. Fin. 4^ 
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il viendra 



Log.(aa+i) * 



Log.(2a+i) ^ ^ 



De toutes les yaleurs entières et positives de a c'est la valeur i 
qui rend x le plus petit possible , dans ces deux formules ; maïs 
la première nous faisant retomber alors sur' le système binaire , dans 
lequel l'emploi simultané des dctix bassins de la balance n*est pas 
nécessaire , nous nous bornerons à ce qui résulte de la seconde où Ton 
a alors 3a4"i==3y ce qui donne 






^ Log.(im4-i) 
Log.3 



Âmsiy la série de poids à employer sera la suivante 



I 1 3 , 9 , 37 , 8i , a43 , 729 , 



et un seul poids de chaque sorte suffira 

Et'V pour savoir comment exécuter chaque pesée | en particulier, 
il faudra avoir sous les yeux un tableau des nombres naturels , écrit 
dans le système ternaire, avec llusage des chiffres sousiractifs ; et 
les nombres de ce tableau feront aussitôt connaître quels sont les 
poids à placer dans les deux plateaux de la balance. 

SI I par exemple I on veut faire une pesée de. 12610 livres , on 
trouvera , pour l'expression de ce. nombre dans le système ternaire , 

IIOIXOIOOI 9 

I 

ce qui nous apprendra sur-le-champ qu'il faut placer dans Tun des 
bassins les poids i , 243, 19683 , et dans l'autre les poids 27 # 
739 , 656 1 ; en effet.. 
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i-f 3434.19683— (274-7394-656i)=ig9i7--73 1 7= 1 a6io » 

III. Ces! ii ces conclualons que sont également panrenus les trots 
géomètres qui ont traité le problème dont il s'agit ici ; et ils ont 
prouvé que de tous les systèmes de numération , le système ternaire 
était le plus propre à remplir le but. Mais , pour former par ad- 
dition et soustraction tous les nombres entiers possibles , avec une 
série de nombres donnés « est-il indispensable que ces nombres soient 
les puissances successives d*un même nombre ? non sans doute ^ et 
nous n'en donnerons pour preuve que la série 



I , 3 » 7 , i5 , Zi , B3 f 127 , 255 , 



dont le terme général est a""" ' — * i » et avec laquelle on parvient 
aussi à former tous les nombres , puisque 

i-i i 

2 = 3 1 9 

3=3 , 

4=34-1 ; 
5=7—3+1 , 

6=7—1 , 
7=7 » 

«=7+r» 

9=7+3—1 i 

10=7+3 ^ 

11 = 7+3+1 p 
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Or , ne pourrait-il pas arriver que , parmi ces séries , il s'en trouvât 
quelqu'une qui, avec un moindre nombre. <le termes , parvînt au 
même but que la sërîe des puissances de trois ? c'est là , ce nous 
semble , ce qu'il eût été nécessaire d'examiner ; où , pour mieux 
dire , c'est en cela précisément que consistait la difficulté du problème. 
Nous terminerons par observer que bien que , dans Ténoncé du 
problème , il ne soit simplement question que d'une série de poids , 
la solution qu'on en obtient s*applique , en général , à la formation 
de l'assortiment le moins volumineux possible d'instrumens de me- 
surage quelconques , tels , par exemple , que des mesures de capacité. 
Il y aurait peut-être aussi quelque avantage à régler sur les mêmes 
principes le système monétaire* 



Solution du problème de géométrie proposé à la 

page 140 de ce wlume f 

Par M. Gergonne. 



JrROBLÈME. A quelle courbe appartient une suite indéfinie de 
points tellement situés* sur un mime plan ; i.^ que leurs ordonnées 
sont équidistantes ; 2.^ que la droite menée de l origine à chacun 
d'eux I et prolongée au-delà , retranche de V ordonnée de celui qui 
le suit immédiatement ^ à sa partie supérieure , une longueur 
constante ? 

Solution. Soit a h distance constante entre les ordonnées co nsé- 
cutives ; et soit h la longueur , aussi constante , retranchée à chacune , 
}l sa partie supérictirc , par le prolongement de la droite menée 
de l'origine au point qui précède immédiatement celui auquel celte 
ordonnée appartient. 



L. 



RÉSOLUE». 3i5 

Concevons que , à partir de l'un quelconque , 6es points aient été 

consécativement numérotés .1,2, 3, .z-^i , z ; soient Pf. , , 

Pî ceux d'entre eux qui occupent respectivement les rangs z— i et z/ 
soient x^^^ , /r— i ^^^ coordonnées du premier; soient x^ , ^^ les 
coordonnées du second ; Téquation de la droite menée de l'origine 
au point Pf-.| sera 

en conséquence , la partie de l'ordonnée de P{ interceptée entre 
cette droite et l'axe des x sera 

il faodra donc ^ue cette longueur , augmenlëe de 3 ^ soit ëgale 2i 
l'ordonnée de P. ; c'est-^-dire qu'on aura 

c'est-à-dire , 

mais si l'on appelle A l'abscisse arbitraire du point Po ^ on aura* 

x^^i=A'^(z^^i)a , x^^A+za j 
substituant donc ces valeurs dans l'ëquatlon (i); elle deviendra 

[^4-(^-i>]r^-[^+z%^^.=i[^+(^-i>] / (2) 

équations aux différences du premier ordre et du premier degré. 

L'intégrale de cette équation est, en désignant par B l'ordonnée 
qui répond à l'abscisse A 
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mais on a A-^za^ssx \ substituant donc , il viendra 

Si Ton suppose ^=:â et ^=5 , cette équation deviendra 

y=i*r~4- — + ^+ 4-2 ) . 

Un géomètre nous a adresse une solution pour le cas où la dis- 
tance constante entre les ordonnées étant inBniment petite et égale 
à dop 9 la longueur i serait aussi infiniment petite et égale à xdx. 
On a dans ce cas 



f(*— dip)— jp(y— djr)=7idjr(jr— dj?) ; 



ou en réduisant 



ou encore 



sif — jrdjp:=Xjrdjr ; 



(l)=x:^=.d.Log^; 



d'où 



on encore 



— zrxLog.Cop, 



jr=AjrLog.Cir • 



Si Ton Tent i{ue la courbe passe par le point ( ^ ^ ^ ) ^ on aurm 
ce qui donne 
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C= 



iy,B 



donc 



ou bien 






QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problème de Géométrie. 

IYIessieurs les professeurs des ëcoles publiques pouyant quelquefois se 
trouver embarrassés de choisir des sujets d'exercice pour leurs élèves ; 
nous pensons faire une chose qui ne pourra Içur être désagréable , en 
leur mettant sous les yeux le tableau de ^5 problèmes de géométrie 
plane , ptopres à être donnés comme devoirs. 

Soient a , a^ , a^' les trois angles d*un triangle ; 

c j cf ^ d^ les côtés respectivement apposés '; 
m^ m' ^ mf' les droites qui joignent leurs milieux ai^x sommets 
apposes. 

P y P^ % P^^ \^^ perpendiculaires abaissées de ces sommets 
sur les directions des côtés opposés ; 

d ^ d' ^ d" les droites qui divisent les angles en deux partie^ 
égales terminées aux côtés opposés. 

Le triangle sera généralement déterminé par trois quelconques de 
ces quinze quantités-, et , ces trois quantités étant données , on pourra 
ee proposer de construire ce triangle. Voici la série des problèoiea 
particuliers , réellement distincts » compris dans cet énopcé général : 
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€dd' ; cc^d" , dd'c 

mmfm'^ ^ mm^a , dd'c'^ 

TP'P^' 9 /72/7i^fl^' , dd^m 

dd'd*' , mmfc , dd'mff 

aa'c ^ mmfd' , dd^p 

aa'd' , inOT^/> , dd^pf' 

aafm , mm^p^' , a^^/n 

aafm^^ , mm'd , ^r/»^ 

aa^d , pj^af^ , acfm" 

aa^d'^ 9 pp^c 9 o^P^ 

ccfa y pp^(^' , acpf 



cda'* ; pj^m i 


ac'p 


€dm » pp^mf^ , 


û^cp 


€^m^^ , /îp'i/ , 


acfpf' 


ccfp , />/^i//^ , 


amp 


€^//^ , ddfa , 


amp^ 



f am'p 


, ryTKT , 


, a'mp 


, cm'd , 


, <xct'/>" 


, ^md , 


, cmp 


, «/»'«/'' , 


, rin/»' j 


. opd i 


, cm'p 


• tf^P'^' » 


, ^'ot;? 


, <y>'i/ , 


, tflTl'yp/'' ( 


. a'pd , 


, flt^ , 


a;»/*?/' , 


, ad' , 


/:/>i/ » 


, tf</^ , 


cpd' , 


, afcd , 


cpfd , 


, tf^/J'' , 


tfpd , 


, amd , 


cp'd" . 


, amd' , 


177/^4/ , 


f am'd , 


mpd' , 


, a'md , 


ITI^J 9 


, *»i/J'', 


m'pd 1 


^ cmd 1 


/ly^^^^ . 



Parmi ces 9$ problèmes quelques-uns sont !nd<$terminës ou plus 
que dëlerminés : d'autres sont de première facilite on sont déjà 
connus ; mais il en est quelques-uns d'assez piquants , et nous nous 
empresserons de faire connaître les solutions qu'on nous en fera par- 
venir 9 lorsqu'elles se recommanderont par la simplicité et rëlëgancew 



Tom.VUlpiart.Ylpag i«S'^iy 
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GÉOMÉTRIE ANALITIQÛE. 

# 

Sur une méthode analitîque pour la recherche des 

Joyers des sections coniques ^ ; 

Par M, Bret , professeur à la faculté des sciences de 

Grenoble, 



Au Rédacteur des Annales ; '. ' : 

Monsieur et cher confrère , ^ 

IVX. Pôncelet , dans son intéressant mëmoire , insère \ la page 3al 
du présent volume, observe que la définitloi^ des foyers des sec- 
tions conjques , telle qu*on la donne dans les ëlëmens de Géométrie 
analitiéjfue , n'est point satisfaisante , et il propose de la remplacer 
par une autre plus aiiall tique ; mais il rhé sembk qu'avant d'opërer 
ce changement , Il serait convenable d'examiner d'abord plus par- 
ticulièrement -la définition des foyers donnée par £uler. 

Lorsque la section conique est rapportée à son premier, axe ou 
axè pirincipal^^ comme axe des abscisses , on dit communément' que 
le loyer est un pof^t tel que sa dtitance à un |fb1ht quelconque 
de la courbe est une fonction rationnelle et entière de l'abscisse 
correspondante;' maïs II est éVFdent que rien n^enrpêcne de généraliser 
cette idée , et de donner un caractère des foyers qui puisse convenir 
à tous tes systèmes de coordonnées parallèles \ deux axes fixies^ 
Je propose donc Kei- définltloiy^ suivante i. ■ * 

Tom. Vin , «.^ XI, !•« mai i8i8^ 4^ 



3i8 BEGI^EAGHE BE.& FOYE&S 

Le foyer (« , /i) d'une section coniçue est un point tellement 
situé çue set distance ^ à un point ^u h leonfue éè {n\ y) de h 
courbe ^ est une Jonction rationnelle et entière des coordonnées dt 
ce point* 

£n partant de là ^ je cro*s qu^on peut exposer , Irès-siropleme&t 
et d'une manière générale , ]a théorie des foyers. 

5oit y en ciTet ^ Inéquation générale du second degré 

iJar'-|-^/*+2r^+3tf''jp+a^/-f'é/=o , 

rapportée , pour plus de simplicité , à un système de coordonnées 
rectangulaires. On aura » d'après cela , pour la distance du point 
(# , f) au point (^ , y) 

A donc Ton ve^t q«e le point (« , /s) soU on foyer, on devra avoir 

et tout se réduirais exprimer que cette ^nation est Mentique av^ 
la proposée , ou du moins qu^elle n'en diffère que par un facteur 
constant a ; U faudra donc déterminer #i et /i de manière à rendre 

* 

Identique , quels que soient ^ et ^ , l'équation 

Oo o1)tieQt alos^ , eivtrd les s|x inconimes «, 0j, g$ ht k, A; 
\e^ $ix é^oaUoD» «livantQs , «n, itovil^^ >ul&99iit pour le« déi 

Jt— A*=5X3 , .— /I— *^e=A^ , 



i__. 



I 



/ 



DBS SECÏlOÏNfS t3ÔNlQtJï;s/ 3tg^ 

II resilte de t» |^ let 56ttiôlia^ cônrques^ onl , génëfnTemeut 
pArlMl ^. quatre foyérs| car , par réllminadon de '^ ^ ^ , k , K^otn 
pArvïefit à deux ëquatîoïis du second degt^é entre * ^ A et les coeificiens 
de la propos<{e» 

Peur faire à Tellipse rapplîcatîon de cette aualîse nous prendront* 
sétt ^ualio» la plu» simple » qui est , comne l'oa sait ,. 

«* ^ jy* 

OD aura: alor» 

eo sorte q^ue Tes* six. ^qaatlons ci-dessus dèvIendronC 
d'o^ Ton: tirera ces deux systèmes: de valeurs* 



Or,, comme- ^ est Déeessairemenr plus grand ou* pTus^' petit ïÇxeB ^ 
il s'ensuit que , excepté le cas. du. cercle j, pour Icquet' on ^ à^' la* 



3?o nE<;HERCKE DS8 rOYEHS 

mm 

foia «=3!0| /i;=o, toqjoura Tua d^ ce^ ^y^tàQiefi sera réel et 1 tuJN 
iiQagiua'ire, Ainsi , indépendamment de deux foyers réeU , situés 
sqr son grand axe « l'ellipse en a 4^ux autres imaginaires , «îtuéft 
sur son petit axe. 

Si ^ ^^ns ces deux séries de valeurs , on change £ en f^Hx , 
on aura les formules <jui conviennent à l'hyperbole dont l'é<}uatiQq 
est * 






ces formules seront 



da sorte qu'ici ce sera taujours b second système qui sera réel. 
S'il s'agit de la parahole ^ on pourra prendre Fëquation 

ce qui donnera 

en conséquence , nos six équations deviendront 

dV^ on tirera 



-i^i 



DES SECTIONS CONIQUES. Sai 

J'observerai , en terminant , que l'ëquation 

offre un moyen bien simple de construire les sections coniques par 
l'intersection d'une droite mobile constamment parallèle à une droite 
fixe , avec un cercle variable de rayon , dont le centre fixe n'est 
autre chose que le foyer de U courbe (*). 

Agréez , çto* 

^ Grenoble ; le 21 avril 1818. 



O Ce qae propose ici M. Brel vaut , sans contredît , incomparablement mieux 
que ce qu*on pratique communément , dans la vue de parvenir aux foyers des 
sections coniques ; mais cela ne peut guère servir k découvrir les points remar« 
quables dans les courbes des degrés supérieurs. Nous persistons donc à penser 
que, peur parvenir à la découverte de ces sortes de points 1 il faut se proposer 
le problème suivant : 

Trout^êr deux points du plan d*une courbe auxquels tous les points de cette 
courbe étant rapportés , 5011 équation devienne la plus simple possible P 

On voit bien que , si f(x , y)^=^o est l'ëquation de la courbe , il faudra 1 
pour résoudre le problème , éliminer x et y entre cette équation et les deux 
équations 

(A) 

et profiter ensuite de rindétermination des quatre constantes », /l 9 «^i/l^pont 
rendre Téquation résultante en r pt r[ U plus simple possible. Mais rélimination 
ne pourrait être que très» laborieuse, même pour le secon4 de|[rét.A la vérité ^ 
on pourrait subtibuer à l'une des équations (A) la différence de cee deax 
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GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE* 

Solution de divers problèmes de géométrie > dont 
plusieurs ont été proposés dans ce recueil ; 

Par M. JT. B^ Durrande > professeur suppléant de 
mathématiques spéciales, aa collège royal de Cahors» 



jAlYANT d'entrer en matière, je vais d'^abord établir quel^QS lemmes 
nécessaires pour Tobjet que j'ai en yue^ 

LEMMR h Les. iàngèntes. menées, à deux cercles de chacun 



^aaliont ,. ^m n'est que da premier degré i tntis dora, le eakal perdrait de 
sa «jinétrîe ^ i mokia qu'oit rte tttbttkaât à l'autre arie combihâîaon symétrîque- 
dfr cesr deusrlÀ ,. ëblinole de Ik .première, et Im. {^lut< aîinple possible^ 
F Cet.coii«îdéctftîon9.fpetrrent'élre facilement ëtendoes» avx surfaces^ courbes^ et 
Ton voit qae si/Cx^y, r}=o est l'équation d*une pareille surface ,. la manière 
\m plus, analkîqiie d'ea trouver les> points • rettiarq|iable&. sera, d'éliminer % ^ y %^ 
mitre cette équatioa et les. trois, équations. 



c«— ')«+(jr— i»^)»+c*— î/)*=/^* , ) (Ai 



et de dlèposer ensuite- des^ neuf constantes; indéterminées: &# i^» v, «'r /^ i )^» 
^ 'i 'f^*' % V"^, poUr rendre i'équattoa résultante , en r, r', r", la plus simple- 
j^iûsailyle ;; inais. ici les. difficultés de calcul, sont bien. pTul grandes, encore que) 

J. 2>.. 6«. 
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iff* PQÎnts de lâur axe radical , et terminées à leurs points de 
€ontaçt respef4i(s ♦ spij^t égales entre elles (*). 

l^EMME IL Les tangentes menées à trois cercles de leur centre 
radical , terminées à leurs points de contact respectifs ^ saut 
égales entre elles. 

LE M ME III Les cônes circonscrits à deux sphères , ayant pour 
^Jl^nmet commun tun quelconque des points de leur plan radical , 
et tjerminés à leurs lignes de contact , ont leurs arêtes ou gêné-- 
ratriees égales entre elles. 

LEMME IV. Les cônes circonscrits à trois sphères , ayant 
pour sommet commun un quelconque des points de taxe radical 
de ces trois sphères « et se terminant à leurs lignes de contact 
respectives y ont leurs arêtes ou génératrices égales entre elles^ 

LEMME V^ Les cônes circonscrits à quatre sphères , ayant 
pour sommet commun le centre radical de ces quatre sphères , ei 
se terminant à leurs lignes de contact respectives , ont leurs arêtes 
ou génératdces égales entre elles (**)* 



(*) Vojes 9 pour la définition des plans , axes €t centres radicaux , 0OU yn 
mémoire inséra k la page 349 da IV.^ volume de ce recaeil , Boii un autre 
mémoire inséré k la page 3^6 au VI.« volume , aoit en6n un mémoire àù 
M. GAULTXSa-px.TouiiS , dans le X VI.« cabier du Journal de V école polytechnique. 

(^*) Toutes Ces propositions découlent ai naturellement et si ^évidemment tant 
des propriétés des tangentes et sécantes partant d'un mftme point, que de II 
.maoièrç dont se déterminent les plans » ax^s et centres radicaux , que nous 
aurions cn^ faire une chose superflue que de nous arrêter k les démontrer | 
il en résulte les conséquences que voici i 

l,^ liW quatre lapg^ntes communes h deux cercles 1 terminées h leurs points 
de xontaçl respectifs , ont leurs milieux sur une même droite qui n*est aalm 
qfte Taxe radical de ces deux cecclett 

a.^ Les quatre troncs de cAnes circonscrits aux deux mtmet sphères se 
tççmltpkai^t à leqr^ lignes de contact respectives » ont leurs sections également 
di^Hfi^tçs des içii% bases ai tuées aur un même plan , lequel iTest antre que b 
p^n radical ,de <;es deux «phères. 

3.® Les centres des cerdes passant par les points 4e cottttctsd^ trois spbifei 



3i4 PROBLÈMES 

LEMME Vl. les tangentes menées à deux cercles , par leurs 
points d'intersection homologues a^ec une sécante commune quel^ 
. conque passant par leur centre de similitude , sont parallèles entre 
elles (*). 

LEMME VIL Les plans tangens menés à deux sphères , par 
leurs points dintersection homologues û^ec une sécante commune 
quelconque ^passant par leur centre de similitude ^ sont parallèles (*^)« 

LEMME VIIL Soient deux cercles touchés respectit^ement par 
une mime droite AA' en A et hf et par un mime cercle BB^C 
en B et W ; si la droite et le cercle 'touchent de la mime manière 
les deux cercles dont il s'agit , le point C de concours de AB et 
h/W sera , à la fois , sur la circonférence du cercle BB'G et sur 
Taxe radical CD des deux autres cercles. 

Démonstration. En effet ( fig. i , 2 , 3 ) , les points B et B"^ 
ëtaDt des centres de similitude, il en résulte ( Lemme VI ) que 
d'abord AB et A^B^ doivent rencontrer la troisième circonférence 
en des points dont les tangentes soient parallèles k AA^ ^ or , il 
n'existe sur cette circonférence que deux tels points , lesquels sont 



avec cbacvn de lears plans langent comntuns sont buit points ait nés sur une 
même ligne droite , laquelle n'est autre que l'axe radical de ces trois sphères. 

yoyez 9 pour la de'ûnition des centres , axes et plans ie similitude , le 
mémoire déjà cité de la page 3a6 du YI.^ Tolnme de ce recueil. 

(**> Ces deux derniers lemmes résultent si évidemment de la nature et de 
la shaaiton dci centre de shonrlitude , qne nous croyons soperflu de tes démontrer \ 
il en résulte les conséquences suivantes : 

1»^ Trois cercles étant tiacés arbitrairement sur un même plan ; on peut 
toujours trouver trois pointa senbiablement placés sur leurs circonférences : ce 
sont leurs points de contact avec les tangentes parallèles à leur axe de similitude. 
Le problème a huit solutions. 

a.** Quatre sphères étant données dans l'espace ; on peut toujours trouver 
quatre poîots sefhblablement aitués sur ces quatre sphères : ce sont leurs points 
de contact avec les plans tangens parallèles à leur plan de similitude. Le 
problème a leizt folutiom. 

lea 
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les extrëmh^s d*un même diamètre perppndicuTaîre à AA^; et comme 
par rinspectîon même de la figure , AB et A^B^ ne peuvent passer 
Tune par un de ces points et l'autre par l'autre , elles passeront 
foutes deux par l'un d'eux y et se couperont ainsi en un point C 
de la circonférence BB^C» 

En second lieu, comme il est d'ailleurs connu que les quatre 
points A» A^, B, B^ appartiennent à une même circonférence-, 
il s'ensuit qu'on doit avoir jCAxCB = CA''xCB'' ; ce qui prouve 
'que les tangentes menées par 1« point C aux deux cercle» doivent 
être égales , et qu'ainsi le point C est un de ceux de Taxe radical 
de ces deux cercles. 

SI le cercle et la droite ne touchaient pas' les deux cercles 

donnés de la même nvanlère ; c'est-à-dire , si l'un seulement passait 

entre eux ; alors AB et A^B'' passeraient par les d^ux extrémités 

fd'uA mâme diamètre ^ et conséquemnient la proposition cesserait 

d'avoir lieu* 

Par un raisonnenient tout-à-falt semblable , et en s'âppuyatit sur 
les lemmeslV et Fil , on démontrera le lemme analogue que voici :• 

LEMME IX. Soient [trois sphères touchées respectipement par 
un même plan AAJA/^ en A y A^, A^'', et par une même sphère 
BE-'B^^'C en B r B' , B^'' ; si le plan et la sphère touchent de ha 
même manière les trois sphères dont il s^agii ,. les droites AB, 
A^B^ I Af^h^^ concourront en un mime point G qui sera à la fois 
sur la quatrième sphère et sur taxe radical des trois premières^' 

PROBLÈME /. Construire trois eercles tels que ehacun d^eux' 
touche les deux autres r et qui satisfassent de plus aux conditions 
suif^antes : i.^ que les points de eontact de deux d'entre eux a90c 
le troisième soient deux points donnés ; a.^ que ees deux-là soient^ 
tangens à- un mime cercle donné (*) ? 



O'6'eflt le premier problème proposé à^ la* page aSduVI** volume de ce? 
recueil* 
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Solution. Soient E , F les deux poîats donnas , et t> le G^nti% 

du corde dopnë ( f)g< 4* ^ ) » ''^ Ogîtdonc de décrire trois ccrcl4i 

A, fi, G tels, 1/ que A touche BC respectiyement ' en £ , F^* 

.2.^ que ces deux derniers se touchent eux-mémès; 3.^ enfin qu*ib 

soient en même temps tous deux tangens au cercle Ji, 

Supposons le problème rdsotu et les cercles tracés , ainsi qu'on 
M \oit dans les figures » et 9o\htit G ^ Il les points de contact 
respectlifs de D avec B , C, 

D'après les théorèmes connos , les trois droites BC , EF , GH 

^ooGOuvei^t en un même point R, ^ on a de plus HExRFsî^RGxBH; 

donc , si Ton mène yne tangente BI au cercle P , on aura 

'fa*i»B6xilH±fcRExRF; d'dù il «^it que le cercle qui , passant 

par £ , F , ttfUchera BI| la loilch&ra au poîfit I; il touchera donc 

«aussi lé cercle D en ice pfiint> Le point I est donc connu » ainsi 

que la dIreoltd|i 4e la {angènte. BI en^ ce point; et /comme la 

droite EF est donnée, il s'ensuit que le point B d*iniersection de 

'^ces deux droites ftxïl ètr« irssigné^ PëcHvMt donc un cercle do 

cjq p«âfit ûQiBfli^ centre et ^aveo AI ponv nyôii , on sart que ea 

cercle 'passera par le point K de coiitatt dés déui^ cercles B 

at G ; ehacttn «de ces d/âux, dérniè^ ^ 'trpuwera donc assujetti % passer 

i|iar i^a/poinl donne et & toiicher deu^ cercles donnés' ; ces deux 

,iù!fftlea pet^eut dpoc être tracés.; et, lorsqu'ils le aeiooty rîen ne 

xae^a •l'ius facile que 4e eonstitiire la oencde A« 

JPÀQB^ME U. Construire >^omtre sphère^ idlu ftm Aaamê 

Selles touche les trois autres et qui satisfassent de plus aux 

i0offiitians\whnmt'if : i]? jfue hs peints de ùcnidit des ti^is pre^ 

miànts 0çfi€ h quatrième soient trois points donftis \ xi^' q^e ces 

4rois spkèree soient tangentes à me même sphère donnée ? 

Solution. Soient A., B ^ G « D les quatre sphères cherchées , E 

la sphère donnée , devant étrètooehée , è la fois , par les trois sphères 

JB-# C» D# AUX points respjectifs et inconnus I, IÇ, L; et soient 

J^j Gj 'H lei.ppintf. de cootacl damés de cas trois némas sphèrea 

»ye$ ia sph^ro A. 
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., L«8 droites BC , FG , IK concourent en un même point P; 
les droites CD i GH , KL concourent en un même point Q -, les 
droites BD , FH , IL concourent en un même poÎLt B. ; et les 
trois points P , Q ^ R sont en ligne droite* 

Soit O le centre d'une sphère ^ul , passant par Tes points F , 
G , H , touche la sphère £ , et soit M son point de eoAtact ayec 
cette dernière sphère» 

. Il sera facile de prouver , comme dans le proBTème précédent ^ 
que le plan tangent en M à la sphère K passe par la droite PQB;^ 
et , comme ee plan peut être détermine , et que de plus les droite» 
FG j GH , FH sont données, il s'^ensuit que les points P, Q, R^ 
intersections de ces droites avec ce plan , peuvent élre considérée 
comme connus. 

. / Dono , $i de ces points P y Q i R pris respectivement pour centres ^ 
et avec des rayons respectivement moyens properlionnels entre PF 
el PG , QG et QH , RF ei RH , on décrit trois^ sp&ères ; des^ 
sphères seront ^ deux i^ deux , tangentes aux sphères cherchées B , 
C> D; savoir : la première et la troisième k B, t^a première et la 
seconde à C , la seconde et la IroisiènM à D l chacune des -trois^ 
sphères B , C , D sera donc assu j:eitie à passer par un point donné 
^ toucher la sphère donnée E , et i^ toucher en outre deux autres* 
sphères données ; chacune de ces> trois sphères B , C , D r pourr» 
donc être construite -, et , lorsqu'elles^ Fauront été toutes ' trots , rie v 
se sera plus facile que de construire la quatrième sphère A. 

PROBLÈME III. Décrire trois eercles tels çue êhacun eTeuTf 
touche tts deux àuêres , et qui satisfassent de plus au^ conditions^ 
suivantes ^ savoir ; i -^ que les points de contact de deux Centre 
eus avec h troisième soient deux points donnés ; 2.^ que le peint 
de contact ie ces .deus-^i soit en mima temps^ leur point de contact^ 
commun avec un cercle donné ? 

Solution. Soient £ y F les deux points dbnntés 9 eV S' Te cetitro^ 
djki cercle donné. (.fig« 6 ). IF s'agit donc do décrire* trofs eercles^ 
A^ B I C de'nîanïère que lés deux derniers touèbant MspeetUem^t 
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le premier aux poinis £, F, et qu'en outre ces âeux--ci touchent 
le cercle D en un même point G. 

Supposons le problème résolu : soient menées les tangentes com- 
munes intérieures en £ , F , G , elles concourront en un même 
point O, qui sera le centre radical de ces trois cercles /de manière 
qu'on aura OE = OF=OG; donc , le point O est aussi ( J^mme II ) 
le centre radical du cercle D et des deux points £, F considérés 
eux-mêmes comme deux cercles de rayons nuls ; donc , ce point 
O est connu; donc, les trois droites OE , OF, OG sont égale- 
ment connus ; chacun des cercles BC se trouve donc assujetti à 
toucher deux droites données dont l'une d'elles en un point donné ; 
ces deux' cercles peuvent donc être construits, et leur construction 
cITcctuée ; Il est facile d'en déduire celle du cercle A. 

PROBLÈME IFi On demande trois cercles A , B , Q , tels 
ijùe chacun deux touche les deux autres , et çui satisfassent de 
plus aux conditions suivantes , savoir ; i .^ que le point de contact 
de A et B soit un point donné ; a.^ que la tangente commune au 
point de contait de K et C soit une droite donnée \ 3.® que la 
tangente commune au point 4^ contact de H ef C soit aussi une 
droite donnée {*) ? 

Solution. Soît D le point donné et soient OE , OF \es deux 
droites données ( fig. 7 , 8 ) concourant en O ; ce point O sera le 
centre radical des trois cercles , de sorte que OD sera une tangente 
commune aux cercles A , B ; de plus ^ si E , F sont les poipts de 
contact inconnus^ on aura OD=OE=OF; ces points peuvent donc 
être déterminés ; on connaît donc deux tangentes & chacuii des 
cercles cherchés , ainsi que leurs points de contact ; ce qui est plus 
que suffisant pour les déterminer, 

Il est clair que le problème peut admettre quatre solutions. 

' ' '^ •' 'Il l . i . ^ 111 i. i l i I ^ li ■ ■ ■ I n I I' ■! mmmmmmmmtmmKm 

(*) C'est un cas parljculicr da problème çroposë à U page 9a do Y»? 
volume de ce récuei{« 
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PROBLEME F. Décrire trois cercles tels que chacun ttimoô touche • 
les deux autres y et qui satisfassent de plus aux deux conditions sui^ 
yentts , savoir ; . i .® que les tangentes aux points de contact de • 
tun deux a^ec les deux autres soient deux droites données ; a.* 
que ces deux-ci soient tan gens à une même droite donnée ?- 

Solution. Soient A , B , C les iroîs cefcles cherches ( fig. 9 , i o ) ; * 
G , H les points de contact inconnus de A avec B et G ; OP, OQ 
les tangentes données en ces poirils ; PQ une tangente commune 
donnée aux doux cercles B et G ; D et E ses points inconnus de 
contact avec eux ; et I ie point où ces deux cercles se touchent p 
point également inconnu. : k . {. 

11 est d'abord clair que G est le centre radical des trois cercles 
cherchés, on voit en outre {Lemme FUI) que la tangente com* 
jnune 01-, qui passe par le milieu K de DE , doit aller concourir 
tîi F , avec GD et HE , sur la circonférence A. 

Cela posé ; par O , menons à PQ une parallèle rencontrée en 
T et U par DG et EH ; les triangles GOT , HOU seront respec- 
tivement semblables aux triangles GPD , HQE , et conséquemn^ent 
isocèles comifiC eux; et de même qu'on a OGsOH , on a aussf 
OT=OU. On voit par là que FT , FU sont respectivement per- 
pendiculaires aux droites OL , OM qui divisent les angles connus 
GOT , HOU en deux parties égales ; la droite OF peut donc être 
considérée comme le lieu de tous les points desquels , abaissant des 
perpendiculaires FT , FU lur les droites connues OL , OM , ces^ 
perpendiculaires interceptent sur TU des parties égales 0T> OU ; 
cette droite OF peut donc être considérée comme connue ; les cercles 
B , G sont donc assujettis à être respectivement inscrits atix triangles 
POK , QÔK ; ces cercles peuvent donc être construits; et de leui( 
construction résultera fort simplemeot celle du cercle A. 

PROBLÈME VL Décrire trois cercles qui se touchent deux 
à deux et qui toucherH à leurs points de cor^tact trois cercle^ 
donnés ? 

Solution^ Soient F t Q 1 R ( fig« i x ) les trois «erclss donn^ / 
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et soient A' » B , C les trois trois cercles cherches : les deax cercle» 
A 9 B deyant touphcr P au même point D ; leB deux cercles A , C 
devant toacher R au même poiat £ -y et le» deux cercles B , G 
devant toucher Q au même pomt F# 

Les tangentes communes menées à ces cercles par leurs point» 
de contact concoUrenl , comme Ton saU , en un même point O 
^ui est lepr centre radical ; de sorte qu*on a-'GD^Œ^OF ; ce* 
point O est donc aussi ( Lemme II ) le centre radical àts trois 
eercles donnes P, Q « R: et consëquemment il peut être considéré 
comme connu , ainsi que les points de contact D » E , F des tan« 
gentes menées de ce point à tes trois cercles ; on connaît donc 
deux tangentes' à 'chacun des cercles cherchés , ainsi que leurs points 
de conlaci ; od a donc plus qu'il ne Caut pour Lea délerminét 
«omplètemeut» 

La constructioa ne cesserait pas d'être la même si tout eu parti» 
des cefdes donnés se réduisaient à des points. 

Si Tua des cercles donnés R dégénérait en ligne djroile ( fig. i a ) t 
le point O serait rintersectioo de cette droite avec Taxe radical des 
deux aolres eercles P , Q» 

Si deux des Cercles donnés Q , R dégénéraient en lignes droites 
4 figt i3 ) , le point O sérail Tinterêeetion de cm% deux lignes droites , 
sur lesquelles it faudrait prendre, à partir de ce point , des^parties 
DE , OF y égales à la tangente OD menée du même point an cerete F. 
. Si enfin , les cercles P , Q ^ R se trouvaient tous trois remplacés 
Tf9x de^ lignes droites ; en bien ces droTtes ne concourraient pas 
en un même point , auquel cas le problème serait impossible , on 
^en elles y concourraient , el alors le problème serait indéterminé, 
'les distances des points de contact au point O étant simplement 
assujetties^ dans ce cas, à être égales entre elles. 
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ASTRONOMIE* 

Analise de î éclipse àe soleil du 7 de septembre i8i2b; 
awc application aux deux villes de Montpellier et 
de Strasbourg. 

Par M. le professeiir Kramp , correspondant de racadéniîe 
des sciences y. doyen de la faculté des sciences de 
Strasbourg , etc. (*). 



• • • • 



5. 1. 

Éclipse géocentrîquel 

I. vJn trouve , dans la Connaissance des temps ^ pour l'année 182O1 
au 20 septembre 9 - 

Parallaxe- horizontale do la lune, Bou$ Tcfquateur , 52^.54^^ ; 

» 

Parallaxe* horizontale du soleil. ••>'•.•»••.* S^^5^7'9t 

De mi^diaxnètre horizontal de la lune x^'^^x^' ^ 88 i^^ i 
DemUdiam^lre horizontal du soleil i5^54''^|6si 0^4^^ fi i 
XfOgaruhme du Tayon vecleur de la terre o,oo3oi2 • 



4* 



(*) Voyez , pour Violerprétalion des symboltê , la page 40 du précédent Toliuâti 
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Donc .Jt=24iS7 y Log.-rf= 4,3835886 ; 

JB= 63,7748 , Lo5,^=i,8a46495 . 

^omme des deux demUdiamétres 3o'*3y^j8=i835^^>8 ; 

a» On troave , de plus , dans le même recueil , pour midi da 
mois de^ septembre y 

Longitude du soleil , le 7 ; . : a =i64*.4i^4i'^ y 

le 8 . • . x^=i6S.4^« 6 ^ 
donc 2/ — x= o*.58*25 j 

c'est-à-dire , a'— x = 35o5'^ . 

3». Quant à Fangle boraire , oa troure , toujours pour midi èm 
Biols de septembre , 

m 

Ascensioa droUe da soleil, le 7 • • : i65^ Sy3c/^ ; 

le 8 . -^ • 166 .49 ^ 9- 

Dlflecence • * . .54 -^ ^ - 

IKîQC , Tangle horaire , pendsuit le 7 septembre , aci» 

r6S^S5'.3G^+(3Co*34^3'':/ ; 

Le temps étant compté d'à 7 de septembre i mîdi, et Je jour 
l^alre étant pris pour unité» 

^. Oa aura donc ^ en allant d'beure en heure,. 
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Longîu du sohih 



Pour heure i64*-4^^4»^''+ ^ 
I heure #64 «4^ «41 ^~i46 
a heures 164 .4^ -4' +^9^ 

3 heures i64*42*4< +4^ 

4 heures i64-42»4i *irS84 



^/ig-/? horaire'. 



i65 .55 .3a +i5 .a .i5 ,' 

i65 .55 .3o -^3o .4-3o 7 

i65 .55 .3o -{"4^ «6 4^ » 

. i65 .55 Zo -j-6o .9.0 •• 



5*. Lorrgjliudô de la lun^. 



Le 6^ i toidl iSa^ iy.33=547232^^[ 

àniluuiti57 .54 .39=: 56647 9 

Le 7, à iDidl i63 .4^ • 1 7 =: 589697 

àmmuhiGg .4^ •4o'=^6<c>90o 



21247^^ 

2iai8 

2iao3 



.29// 

»r5 



+i4^^ 



U en résulte 



a =547 23 2^^ ^ 



2A«tf= 



î»9 ^^ 



6A'tf=^ -+-14 f 



done 



6Long. Itmaîre =3283392^/^-1 :>7 597/^/— r39'^/^+i4'V/^' ;. 



Jêm. rUL 



45 



.^ 
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6. Latitude de la lune. 



— 1918 



— *9Po 1^ 



3a 



19//. 



Le6,i midi iS5 3^11^^^=6791^^ 

& muiult I .32 .14 =43-4 
Le 79a midi o .5o • 6 =p3oo6 

A minuit o .17 «36 s7io56 

11 en résulte ^ = 6791^^ , 

A <7= — 1867 , 
2AV5=5— 5.1 , 

6A'tf = 4- ig ; 
donc 

CLatlt. lunaire =40746^^— iioii^^/— 2To^^/*4-I9^^/^ . 

7. Dans les formules prccédentçs (5, 6) , le temps est compté 
du six dp septembre à midi , et le dt mi-jour est pris pour unité ; 
%\ donc 1 on veut cont^pter le temps du sept à midi , îl faudra changer 
/ en a4*/ ; ce qui donnera 

6Long. Lun. =3538i82+i27249/+45/*4-i4/* , 
6Lat. Lun. = i8o3ô — ï iGaS/ — gô/'+ig/* . 

8. En remplaçant successivement le temps / par /*i^, -.Vi ^1 ïV> ir • 
on aura (4) le tableau suivant : 

Long. SoL 



\l midi • • • • 592961^'' 
une heure • 598107 
deux heures SgS^SS 
trois heures SgSSgg . 

quatre heures 593545 



lA)ng. Lun. 


Lût, ïsun. 


589697// 


* 

3ooC'' 


; 591464 


"3845 


593237 


3683 


593000 


2522 


596766 


2358 
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9. La longitude da soleil ^ moins celle de la lane ^ donne le 
moaveaient relalif de cette dernière. Nous^ Tarons exposé dans le 
tableau qui suit» de même que la latitude ou les lignes désignées 
par q^ et r^^ ainsi que leurs logarithmes; nous y avons joint encore 
les longitudes du soleil » avec les logarithmes de leurs sinus et 
eosinus* 

/so'^, ^= — 3264» r'ss+3ooC» Log.9^=3.5i 37502, Log,r^=3. 477 9890» 
I ^ -«1643» '^-o.^l^^^ 3.2156376^ 3.4539206 

2, — 22, +2682^ 1^424227, 3.428458& 

3 ^ 4-i599^ 4-2520; 3.2o38485|. 3.4oi4oo5 

4 , 4-3320» 4-2358, 3^078559; 3.3735438' 

/sso^y Zssi64M2'*4i''^r CosX=— g.9843517^ Sia.£sg.42io8oS 
I , 164 .45. 7 t —9.9844321^ 9.41 9953» 

2, 164.47.33,. —9.9845193,, 9.4188289 

3 » 164 .49 .59 „ —9.9846040 y 9.41 769=»^ 

4> 164.52.25 y —9 9843916 ,, 9.4165559 

I 

Les signes des logarithmes- doivent s*iiiterprëter comme* il a été 
dit à la page 174 du présent volume*. 

lo. A ces données^ il faut ajouter le logarithme de &^ dans» 
les deux, équations. 



<.. 
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OT 9 on a Log.£=: 5.3132784* Quant.au logarîtliine du «mus et dtt 

a>sinus d^ ranglc i ou de l'obliquîté de Técliplique y on trouve 

5i 0^^=4-9.6000987 Cosa =4-9.9635113 . 

II. A CCS préceptes nous ajouterons encore les su'ivans , quot- 
q[xï\s ne se rapportent pas înixnddiateincnl k Téclipse géocentrlque» 

Solcfît a le dcmUdiamètre du soleil , 

i le denii-diajpètre de la lune , 

c la dlslai)c^ dç leurs centre^ » 

U est altsé de voir 

i.^ Que , tant qii*on aura^ 

« 

}*iécllpse n'aura point lieu ; 

a.^ Quo , lorsqu'on aura . T 

l'iéclipse commencera ou finira; 
3,® Que, tant qu'on aur^ 

c { 
Tëclipse , dijli commencée , sera partielle et aura pour «a grandeur 

4.* Que lorsqu'on aura 
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Iféclipse commencera II être aoBulaire , ou finira de Tétrc , pourvu 
tOQtefoIs qu'on ait ^>tf ; 
5.^ Que y tant qu'on aura 

réclîpse continuera à élre annulaire ; qu\alors la plus grande et la 
moindre largeur de Tanneau seront respectivement 

a — i+r I 11—5 — c ; 

6.® Qu'enfin si Ton a £r=o l'ecllpse sera centrale; auquel cas la 
largeur uniforme de l'anneau sera a — B. 

12. On peut demander aussi en quel point du disque solaire se 
fera la première ou la dernière Impression du disque lunaire. Sup- 
posons , pour fixer les idées , qu'il soit question de la' première 
impression ; soient respectivement A , B (fig. i4) 1^^ centres du 
soleil et de la lune en contact ; ÂZ le vertical du soleil ; ÂH un 
cercle perpendiculaire à celui-là , conduit par son centre ; et ÂE 
Tëcllptlque. Tout se rëdulra à déterminer l'angle ZAB , ou sea 
complément BAH=BA£-|-EÂH. Or, en abaissant BM , perpendi- 

BIVI r 

culalre sur AE , on a 7^i/?/sr.BAM= tzz = -* « fraction parfaitement 

connue. Quant à l'angle £AH , il est égal k la distance du zénith 
au pôle de l'écllptlque. Soient donc Z le zénith ( fig. i5 ) , F le 
pôle de réquateur et Q celui de l'éclipllque. Dans le triangle 
sphérique PQZ , le côté PZ sera le complément de la hauteur du 
pôle ou 90^^ A ; PQ sera l'obliquité de Técliptique ou t ; et l'angle 
P sera notre angle horaire \ moins l'ascension droite au moment de. 
midi I ou fé — A ; on aura donc 

Co^.QZ=Sln.xCos.i +Cos.ASin. s G)s.(^— ^ l 
Ajoutant donc cet angle à celui dgnt la tangente est ^ , etôtantlasomm^ 
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de 90^ , on aura Tanglc ZâB ( fig. 1 4 ) v îl déterminera le point 
de la circonférence solaire où se fait le contact des deux limbes , 
à la première et à la dernière Impressions du disque lunaire. 

j3» Voilà dona à quoi se réduit le travail entier d'une éclipse 
de soleil , à chaque Instant de la traversée curviligne que fait le 
limbe de la lune sur le disque solaire y depuis la première împres* 
siott jusqu*à la dernière. La hauteur du pôle \ est connue par le^ 
tables. Il en faut dire autant de Tangle horaire y égal à la dlifë- 
rence des méridiens, plus le temps réduit en degrés. Prenant le, 
rayon de la terre pour unité ^ on aura 

JlCziCo$Jv,Gos.^ p 

jr=Cos«x Sln.^ p 

Z— Sin.x ; 
et de là 

ir:^+-XCos.Z+jrCos •:Sîn.Z+^Sin.ftSin.« ^ 
y=:— -YSin*Z-JrI^Cos.iCos.jt-4-i&Sin.tCos.« ^ 



zss «-I^Stn.t. 


-i-ZCos.» » 


Bbsiiîtè de quoi on aura 








Bt* 


Kr 



JB— » jB— * 



La distance apparente enrre les centres des deux astres sera 
^fu^r^ , et la grandeur de la partie éclipsée- sera égale à' la somme 
de leurs demi-diamètres |. moins la distance de leurs centres. Il sera 

4mi& facile f pir: del ioterpolalion& ^ de trouyeÉ' les époques dilr 
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commencement et de la fin de l^éclipse , celle de la plus grande 
phase , ci , en gf^néral » tovl ce qui peut concerner la position da 
disque lunaire sur le disque du 6oleil | à chaque instant déterminé 
d*avance. 

5. H. 

Éclipse de Monipcliîer. 

La hautear du pôle où Tangle x est de 43?.36^i6^^ La dlfftfrcnce 
des roe'ridiens de Paris et de Montpellier est de i®.32'',34^^ vers Test, 
faisant en temps o\6'".io'. On aura donc 

G>s.x =3: 9.8598116 , 

SIn.A=»9.83864ï27-. 
Qoant \ l'angle horaire. /• s on trouve, pour 

/=o*, ^=i67**.a8^ ofl^ Cos./ft=— 9.98g5;î54» Sia.s=+9.3364749 
I , 182 .30.1 5 , -**9-99g58S5 1 — i>9.64o4o23 

2. \ 197 .37 .3o , — 9-9793i98f — 9-479»4m 

3 , 3x2.34.45 , —99256463, —9.7311569* 

4 , 227 ,37 . o 9 —9.8287163, «—9.8684396 
On a ensuite pour 

/=:o*, Log.X=— 9.8493370, Log.r=:+9 0962859, Log.Z=+9.83864a7 
*» •""9-^^9397'» — 8.5oo2i39, H-g<8386427 

a, -9.83913 14, —93389538, H-9.8386427 

3 , —9 7854579 » — 9.5c)o9685 , . +9 8386427 

4, —9.6885379, --9.7383513, +98386427 

àt là on cooclut t pour 



.34? ÉCLIPSES 

/=o*, jr=+o.79i2264i , y— — 0,2175620 , jea=4-o.57 00644 • 
I * +0.7625515 , — 0,0466947 t +0.6452344 ff 
a , +0.6857936 ; +csio83i64 t +0.7195425 . 

3 , +o.5672€).io , +K>,2397924 » +0*7878987 

4 r +0.4143438 ^ riro>3359i79 ^ +0.8455954 . 
%t enfin ^ poar 

/=o*, ^=— 2594f66 y r==+i 198,87 ^ 

1 , — i5io,43^ + 774*87 r 

% , — 375,70 f + 364,8Ç ^ 

3 , + 832,90 r — 2r,75 p 



4 > +ai5o,4o , 


— 372,09 


Ibnc^ en général ^ 


t 


ysr— 3594,6© 


r=+ir98,ff7 


+ 1063,86/ 


— iio,-]2i 


4- >8,9i/« 


4- 16,88/* 


4- 0,98*» 


• 

— 3,80/» 


■4- o,48<* 


+ o,64i* 



ra 9 cft comptant le temps par qutrts«d'àeaiei » 
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^=i«»a594>66oooo r= •^1198,870000 

— iio,i8o833/ 
+ 1,054739/* 

— OfOSQQzZt* 

-4- o,ooa5i6/* 



^l 



265,963750/ 

+ 1,181823/» 

+ 0,01 5St 3/^ 

+ 0,001898/* ; 



De \k la table des coerdonnëcs ^ , r , et de la distance des centres 
de quart^d'heure en quart-d*heure , 

tssoK o* • ^:=-—a594>66 , ri=+ 1198,87 , v/^^^pî=2859 



o.i5 
o.3o 
0.4^ 
1 • o 
1 «iS 
1 .3o 
1.45 

2 . o 
a .i5 
a.3o 
a. 45 

3 . o 
3.i5 
3 .3o 

345 
4.0 



— a3a7i5o 
— ao57,85 
—1785,57 

—>i 570,43 
— ia3a,io 

— 950,37 

— 665,ao 

— 375,70 
^ «1,66 

+ a «7.43 

+ 523,o3 

+ 832.73 
ii5o,i8 



+«474,96 
+1807,78 

+ai 49.38 



1089,69 , 
9^3,39 , 
876,43 , 

77'»87 , 

668,49 . 
566,8a , 

464,98 , 
364,87 , 
365,96 , 
•+• 168,43 

+ 7^.47 » 

— 2r,6a , 

— Ii3,5a f 

— aoa,8i f 

— 289,03 , 



2570 
3280 

«989 
1750 

I4OI 

1107 

8it 
524 

«74 

537 

838 

ii58 

1488 
t83i 

»t9i 



Tom, rm. 
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Le moment de la conjonction arrivera donci d^*iS"+^'^\ d*oii 
quarud*heure , faisant 2\I5'".6^ Le passage du centre de la luno 
par l'ëclipticjuc aura lieu ii ^^•45'"'^H^ d'un quart-^d'heure , faisant 
a^57'".22'. Le commenceineni de Téclipse ^ra fixé à o\54"*34'; 
et sa fin k 3^4^'". i3\ 

Quant A l'époque de la plus grande phase , on trouTe 

978=^4- -B+ ^4- Z) , I •'.;• i ^=— 36a , 

\ donc < 
a75=^+zB+4C+ 8D . I j ^7=+ii3,5 , 

Or, 

donc /sri,5ig, faisant z*.2z'".47** 

La distance des centres sera alors âe ^4^ secondes. La grandeur 
4e Tëcllpse i5er;i de ifi/x doigts^ < 

s- 1"- 

* • 

. [Éclipse dé Sirnshourg. 
Xià hauteur duopole /est de 48^.34^56^/. On aura donc 

Cos.A=9.82o55<)o ; 
3!nAs=r9.875oo64 » 

La distance du roërîdlen de Strasbourg h celui de Paris est de 
S^.a4^.3&^ , faisant en Jemps o\2i'".38'. Les angles iioraires sont 
compris dans la table qui soit ;. , 
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fsao^, ^9Bi7i®.2</. 5"* f Co6i/«=»— 9.9950249 y S!ii.=s-(-9y 1780030 y 

t^ .186.2^.39 —9.9973085, i— 9.0453716 , 

a y âoi .34 -SS ■^•9689470 y «—9,5633343 p 

3 ^ 316 .36. 50" — 9-9054745 r —9,7738464 , 



4 » ^i .39. S —97942906 p —9,8934533 ^ 



On a ensuite , pour les logarithmes des coordonnées JT^ Y ^ Z 



tssok^ X=»— 9.8155733: y Y=s-|.8.9985630 p Z=-f9-875oo64 y 



I ,. —98178675 y — 6.86583i6 ,. +98750064 ,. 

•7895010 y — 9;38aR933 Y -1-9.8750064 ,. 



3 f. ' —9.7869335,. — 3;59t4o54 r +98750064 r 

^.6x48496 ». «-^^^oiiS y +9.8750064 r 



d*o& oa conclut,, pour les- eftfordonnées x ^ y ^ ^ y 



tssQk^ «=+0.7336941^ y=r— 0.3037876 ,* z=+o.648i999 ^ 

1 ,, +0.69.51379 ,, — o.o5o3o65 ,. +0.7171148 9 

'a ,, +0.6145503 r +Ô.0871653 r +o«7**4p474 r 

Zr +04974*99 f +0*1989708,* +0.8443843,. 

4 1' +03517073 1, +0.37759^3 f +0.8940033 «. 



Donc 



I 



X 
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/»o*, y=— a636,97 , r=+9a5,73 ; 

I , — 1497,36 , 4-536,59 , 

3 , — 3o6,ii , +i54>36 , 

3 , 4- 964,70 , — ao5,36 , 

4 y +3337,44 , —528,73 . 



.On aura consëquemment 

^= — 2636,970 r=:4-9a5,73o 

+1134484/ —386,955/ 

+ 9,3i6/* — 5,i52/* 

+ 6,o4i/* + 3,040/* 

— o,a3i/* 5 — 0,07 3/* ; 

et de qnart-d'heure en qaart-d'heure , 

f =r-2636,970ooo r:?: +926,730000. 

+ 281,121041/ — 96,738750/ 

0| 582266/^ «^ 0|32 1 979^ 

0,094388/' + 0,047500/* 



0,000902/^ ; — 0,000286/^ ; 



Donc 
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/= 



0*. 0" , 


^«-2636,97 , 


r= +920,7 3 , v/?'+r»= 


= 2795 , 


o.i5 1 


— 2355,17 , 


+828,72 , 


3496 , 


.3o j 


—2071,66 , 


+731,34 , 


2'97 » 


.4^ , 


, —1785,89 . 


+633,88 , 


1895 , 


2 « , 


— 1 497.36 , 


+536,59 t 


1590 , 


I .iS 1 


, — 1205,57 , 


-t-439,74 . 


1284 ,• 


1 .3o , 


, — 910,07 , 


+343,59 , 


973 , 


2 .45 , 


, — 610,39 » 


+248,38 , 


658 , 


a . i 


, -— 3o6,i3 , 


+1 54,35 , 


342 , 


2 .iS 


, H^ 3,12 , 


H- 61,74 , 


62, 


2 .3o 


, + 317,75 , 


— 29^24 , 


3»9 , 


2.4s , 


+ 638,12 , 


— ii8,36 , 


648 . 


3 . 


, + 964.55 , 


, — 2o5,4i , 


987 » 


3.i5 


,. 4-1297,36 , 


—290,18 , 


1329 , 


3 .3o 1 


, +1636,85 , 


—372,49 , 


1680 , 


3.45 


, +1983,28 , 


, —452,1 3 , 


2o34 « 


4 • 


, +2336,90 , 


, —528,92 , 


3396 , 



La conjonction aura donc lieu à 2'^.i4''.5i', temps vrai de Paris ; 
le passage du centre de la lune par l'ëcliptique à 2'.25'".i7'i le 
commencement de l'ëclipse à o*.47'">5' } el sa fin à 3\36'".37'. 

Quant au milieu , soient 



3421 

62 

819 

648 



A+ B+ C+ D , 
^+2fl+4(7+ 8D , 



d'oà 



^=+342,0 ; 

B=s — 202,5 , 
Css+5oi,o , 
Z) = - 77,5 . 
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\/c>— 350=296 , 
* =0,8817 ; 

'*=o»7774 , 

<»= 0,6864 ; 

donc aussk 

L'ëcHpse sera donc ÀNNULAïaE- Ea voici le calcuL 
Oa a 

41=954,8 » 

a — ^= 73.8 » 

C6TriIn(^ cette dîffërence,. entre los deux demî-diamitre* ^ wf plas* 
grande que la moindre distance des. centres y L'eciipse sera annuIaire.^ 
Quant à la largeur des deux parties, extrêmes de l'anneau ^ on a 

a-^h—c^ r4^'8 ^ • 
gggssssga ■ 

QUESTIONS PROPOSÉES» 

I^roblcnijs de Geomélrfe^ 

jNous avons ind^'que , à la paî:e3i5 de ce voTume , 90 problèmes 
de géométrie élémeataire ^ comme pouvant servir do sujets d'exercice 
aux jeunes-^'ens qui se livrent à rëtude de et tte science 1 en voici 95> 
autres, qui peuvent aussi servir à remplir le même ob^cfr. 

O' Dans un prochain^ numéro , nous appliquerons , au calcul de Celte mèlM 
ffclîfse I. la méthode doat noua avons (ait meutioâ à la page 189 de ce volume» 

J. D. G^ 
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Soknt s ^ s^ p s^^ les trois sommets d'un triangle ; 

m ,m^ , m^' les milieux des côtés respectivement opposés ; 

i ^ t' f i^f les points de contact de c^% mêmes côtés avec 
le cercle inscrit ; ^ 

* 

p , p^ ^ p^' les pieds des perpendiculaires abaissées sur les 
directions de ct^ côtés des sommets opposés ; 

d ^ d^ ^ d** les points où ces ,côiés sont rencontrés par les 
droites qui divisent les angles opposés en deux parties égales. 

Généralement parlant y le triangle sera déterminé ^ lorsque trois de 
ces quinze points seront donnés ; et on pourra se proposer de le 
construire : voici le tableau des problèmes réellemens distincts , compris 
dans cet énoncé général. 



jjV^ 



mm'm*^ 



itW , 



ppfpff 



dd'd' 



ss'm 



ss^m'* 



ss't 



5S^i" 



ss'p 



ss^p*^ 



mm^d 



mm'd' 



ti's 



U^i'f 



n^m 



UW^ 



ti^p 



U'd 



iifdff 



ppfs 



ddU^^ , mtp , s^pd 

dd'm * mtp^ , mpd 

ddm^' , mt^p f mpd' 

dd'i , m'ip , mp'd 

ddU" , smd , m'pd 



dd'p 



smd' , ipd 



dd'p" , sm'd ^ tpd' 

smt ^ s'md , ip'd 

smif , std , ^'pd 

sm't , std' , sm'l" 

s'mt , si^d sm'p" 



y 
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ss'd , pp'^ ; smp \ s'ti , st'p'f ; 

ss'd'^ f pp^m , smp' , mtd , mi'p'' , 

mm's , pp'mf' , sm'p , mtd' ^ sm'df' , 

mm's" , pp't , s'mp , mt'd , stfd" , 

in/»^/ , ;yi//'/ ; j/^ , m'td , m/V^^ ; 

mmU" , /y?V , j(p^ , spd , ^;?^J'^ / 

m/72^ , ^/i^J^'' , j/^p i spd' , mp'd"^ 

mm'p" , ^^^j , j^//> , j/>^rf , tp'd" i 

* 

Parmi ces gS problèmes , il en est d*mdëterminës oa de plas qae 
détermines ; il en est de première facilité ; mais il en est aussi 
quelques-uns d'assez piquans » è Tëgard desquels nous prenons les 
mêmes engagemens qu'en l'endroit cité. 

On pourrait , à ce^ quinze élëmens , joindre les quinze de la page3i5; 
et alors le choix de trois d'entre eux pourrait être fait de 700 
manières distinctes; c'est-à-dire, que l'on aurait alors 5io problèmes 
nouveaux à ajouter aux 190 déjà énoncés. 

Et , si Ton craignait que ce nombre ne fût pas suffisant , on pourrait 
joindre encore aux élëmens parmi lesquels le choix peut être fall^ 

I.® I«e centre et le rayon du cercle inscrit ; 

2.* Le centre et le rayon du cercle circonscrit ; 

3/ Le point cik se croisent les perpendiculaires abaissées def 
•ommets sur les directions des côtés opposés ; 

4«* Le point où se croisent les droites qui joignent les sommetf 
aux* milieux des côtés opposés^ 

£tc. 9 etc. I etc. 
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STATIQUE. 

é 

'Sur la stabilité de V équilibre dun corps pesant ^posant 
par un seul point sur un plan horizontal ; 

Par M. Gergonnk, 



Lh ^5l conna que » lorsqu^un corps soUde p^se moins qu'un pareil 
Toiume d'un liquide' pesant dans lequel il est abandonné à lui-même , 
il ne s'y enfonce qu'en partie, et seulement jusqu'à ce qu'un vo- 
lume du liquide égal à celui de la partie submergée pèse autant 
que le corps entier. 

Il est connu encore que le corps, abandonné à lui-même dans 
le liquide , ne saurait y demeurer en équilibre que dans des positions 
telles que le centre de gravité du corps et celui du volume de U 
partie submergée se trouvent situés dans une même verticale ou , 
ce. qui revient au même, dans une même perpendiculaire au plan 
de flottaison. 

Si l'on conçoit que ce corps soît infiniment peu écarté de Tune 
de ses positions d'équilibre , le centre de gravité du volume de la 
partie submergée changera infiniment peu de position., et la perpen- 
diculaire menée par ce point au plan de flottaison changera égale** 
ment ; sa nouvelle direction viendra rencontrer sa direction primitive 
en un point que Bouguer a nommé le Métacentre \ et il est ccwnu 
que y suivant que ce métacentre sera au-dessus ou au-dessous du centre 
de gravité du corps ou coïncidera avec lui ^ Téquilibre sera stable ^ 
instable ou m4éiermmé. . 

2om. FlU.n^ XIJ , i/' juin i8i8» 4i 
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Tous ces principes étant îndëpendans de la densité du fiquîde > 
ils devront avoir lieu ëgalenncnt lorsque cette densité sera infinie , 
auquel cas le corps ne s'y enfoncera qu'Infiniment peu ; ce qui revient 
à dire que le pian de flottaison lui sera simplement tangent. 

Dans cet état de choses , on pourra donc supposer que le liquide 
se solidifie , sans qu'il y ait rien de changé dans les résultats , et 
ce liquide , ainsi solidifié , pourra cesser d'avoir une densité infime 
sans qiïe tout cesse de se passer comme auparavant. 

Mais , au lieu des conditions d'équilibre d'un corps flottant , \i 
s'agira des conditions d'équilibre d'un corps solide , posant par un 
seul point sur un plan horizontal ; conditions qui , comme on le 
volt , ne sont qu'un cas particulier des premières-, il ne s'agira ^ pour 
les en déduire, que de remarquer que, dans le cas actuel, i.^ le 
volume de la partie submergée et son centre de gravite se réduisent 
À un point ; 2;* que la perpendiculaire au plan de flottaison menée 
par ce point n'est autre choie que la normale' menée , au même 
'"point , il la surface par laquelle le corps est terminé ; 3.^ qu*énfifi 
le métacentre n'est autre chose que le centre de courbure de la 
^section dont le plan passe par la normale primitive et par le point 
sur lequel on suppose que le 'corps tûDdhe Te plan ^ dans sa no^ï^ 
^elle positron» 

De tout cela , et de la théorie connue des centres , rayons et 
lignes de courbure {*) , on pourra tirer les conséquences que voici : 

I. Un corps pesant étant terminé par une surface courbe quel-- 

conque ; si , par son centre de gravité, on mène des normales i 

cette surface , ces normales détermineront sur cette même Surface 

un nombre limité de points « lesquels seront les seuls sur lesquels 

ie corps dont II s'agit pourra être tenu en équilibre sur un plan 
^orl^ontaL 

II. Considérons ce corps dans Tune quelconque de ses position^ 



C) Voyez notamment la page 368 du IV.« volnme de ce fecuelL 
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ciyqunîbA.^Il pourra arriver que son. centre de gravUë soU au-dessus 
4u centre de la moindre de ses deux courbures principales au potM 
OÙ il touche le plan , ou qu'il coïncide avec ce centre de moindre., 
courbure j ou qu'il soit placé entre ce centre et celui de plus gi:an4ei 
courbure , ou qu'il coïncide avec ce dernier , ou enfin qu'il soi( 
situé au-dessous. 

III. Si le centre de gravité est au-dessus du centre de moindre, 
courbure , le corps culbutera dans quelque sens qu'on l'incline et 
consëquemment l'équilibre sera complitement instable. 

IV. Si le centre de gravité coïncide avec le centre de moindre 
courbure, le corps pourra demeurer incliné, de part ou d'autre, 
dans le sens de la ligne de moindre courbure ; mais incliné dans 
toute autre direction il culbutera entièrement. Ce cas est donc la 
limite de t équilibre complètement instable. 

V. Si le centre de gravi-té est situé entre tes centres de courbure ^ 
il y aura deux directions , suivant lesquelles le corps pourra demeurer 

incliné sans chercher a revenir à sa première situation ni à s'en 

» 

^oarter davantage \ ces deux directions formeront quatre angles op« 
posés deux à deux par le sommet , et tels qu'en inclinant Te corp» 
4ans deux d'entre eux, il tendra à s'incliner davantage encore ^ tandis 
qu'en l'inclinant dans les deux autres , il tendra à revenir dans Ui 
situation primitive : rëquillbre sera donc en partie stable, et en 
partie instable. 

VI. Si te centre de gravité coïncide avec le centre de plus grande 
courbure , le corps pourra demeurer incliné suivant la ligne de cette 
courbure ; mais incliné dans toute autre' direction il reviendra dan» 
sa situation primitive: ce sera donc là la limite de tiquilibreeom^ 
plètement stable. 

Vil* Si enfin le centre de gravité est au-dessous du centre cfe 
la plus grande courbure , dans quelque direction qu'on incline te 
corps , il reprendra de lui-même sa position première ; c'est-à-dire 
qu'alors l'équilibre sera complètement stable. 

yiIL Si le point de contact était un ombilic , les cinq caa qxie 



/ 
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nous venons de considérer se rédalraîent à trois seulement ; et pour 
toutes les directions l'équilibre serait complètement instable^ stable 
ou indéterminé » suivant que le centre de gravité serait au-dessus 
ou au-dessous du centre de courbure de Tombilic ou coïnciderait' 
avec lui. 

IX. La plupart de ces circonstances se rencontrent dans Tellip- 
soïde homogène. Aux sommets du grand axe , l'équilibre est com- 
plètement instable : il est complètement stable aux sommets du 
petit ; et il est en partie stable et en partie instable aux sommets 
de Taxe moyen. 

X. Si l'ellipsoïde est de révolution » l'équilibre & ses pôles sera 
complètement stable ou instable , suivant que cet ellipsoïde sera 
applati ou alongé ; et pour tous les points de son équatcur , l'équi- 
libre sera indéterminé dans le sens de cet équateur , et de nature 
contraire k celui des pôles , dans toute autre direction. 

XI. Si enfin rellipsoïde devient une sphère, l'équilibre sera in^ 
déterminé, pour tous les points et dans toutes les directions. 

Xlh II est entendu que , dans tout ceci , on fait abstraction du 
frottement. 

Ce qui précède peut servir de supplément à Tarticle inséré ^ la 
page 398 de ce volume. 
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ARITHMÉTIQUE. 

'Méthode propre à résoudre les questions ordinaires 
d arithmétique , sans le secours de la théorie des 
proportions j 

« 

Par M. BiRAHD , principal du coUëge de Briançon ^ membre 

de plusieurs sociétés savantes. 



JroUR justifier le but de ce petit article , il ne sera pas inutile , ce 
me semble , de rappeler d'abord quelques observations connues et 
quelques maximes généralement avouées depuis long-temps* - 

On convient que ce n'est que par le progrès toujours croissant 
des lumières que le genre humain peut parvenir a tout le degré 
de bonheur et de prospérité dont il parait être susceptible ; mais il 
est évident que cette proposition doit s'entendre des lumières publiques, 
et non des lumières individuelles d'un petit nombre d'hommes 
privilégiés. 

L'espèce humaine peut , en effet , se partager en trois classes : la 
multitude qui reçoit l'impulsion ; les philosophes ou savans de bonne foi 
qui la donnent ; enfin , les égoïstes et les fourbes de tous genres ^ qui 
cherchent à* perpétuer Tignorance et à réserver pour eux-seuls les 
avantages attachés au savoir. 

Ce n*est donc point assez que les philosophes perfectionnent les 
seiences , il faut encore que la multitude n'en perde pas de vue 
la marche progressive j il faut qu'elle en eomprcnno le langage el 
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qu'elle puisse s'en approprier les résultats, afin qu'elle ne courre 
point le danger d'être égarée par les ennemis de la raison. D'Âlembert 
se plaint, avec raison, à ce sujet {Encyclopédie. ÉLÉMEXfS)^ de 
ce que les savans « préfèrent la gloire d'augmenter Tédifice au soin 
» d'en éclairer l'entrée ». En conséquence , il forme le rœu que 
désormais les élémens des sciences , au lieu d'élre abandonnés à des 
nains inexpérimentées > soient faits , au contraire , par des savans 
du premier ordre ; et c'est sans doute dans la vue de répondre à 
cet appel que Euler et Condorcet ont écrit , le premier des élémens 
d'algèbre » et le second un traité d'arithmétique. 

C'est donc servir Thumanité que de rendre populaires et accessibles 
}i la multitude , du moins autant qu'elles peuvent en être susceptibles , 
toutes les doctrines qui jusqii'ici nont été à la portée que du plus 
petit nombre ; et c'est dans la vue d'acquitter ma petite part de 
cette dette sacrée que j'ai rédigé ce qui suit* 

L'arltbmétlque se divise en deux partiel ; i.^ Tart de pratique^ 
les opérations du calcul sur toutes sortes de nombres , tant entiers 
que fractiaiyiaires ; 2.^ l'art d'appliquer à chaque question qui peut 
être proposée les méthodes de calcul qui lui conviennent. Le pre* 
mier objet peut être rempli par un petit nombre de procédés cer^ 
tains» uniformes et, pour ainsr dire , mécaniques : le second, an 
contraire , n'a été assujetti jusqu'ici à aucune méthode constante et 
•impie ; on ne l'a rempli que par des .théories trop élevées et trop 
abstraites pour le commun des hommes ; et il a dû paraître d'autant 
plus difficile d'^en agir autrement ^ que la multitude dés questions 
auxquelles s'appliquent les règles du calcul présente une variété 
presque infinie. 

Nous avons un grand nombre de traités d'arithmétique ; et ils 
laissent , en général , très-peu à désirer sur le premier de ces deux 
objets ^ mais il n'en est pâi de knême da second* L'élève qui autait 
besoin de règles' fixes et positives , ne rencontre pluS| in cet eodrçHi 
^ue vague et obscurité» 
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Oi i»éat , en effet > ranger les questions d'arithmétique , eu moins 

les plus ordinaires , en deux classes : dans la première , il s'agit 

ée trouver un nombre s, au moyen de deux autres a, i; et ii 

faut faire un choix, entre les trois expressions\ir= — > ;r=- , 

9=:ab ; dans la seconde , il s'agit de trouver un nombre x , a« 
inoycn de troU autres « , * , ^ , et il faut faire uo choix entre 

les trois expressions jr= -- , *= ~ , ^== _ . et c'est précise- 
ment dans ce choix que consiste la diiRcuIlë. 

Je sais fort bien qu'on peut , par des raisonnemcns înatlaquablesf , dé- 
couvrir quelle est celle des expressions qui convient à la queslioa 
particulière qu'on a le dessein de résoudre ; mais oe^ raisonncmens , 
^sse^ simples à la vérité pour les questions de la première so^^ 
que Ton peut appeler questions à deux termes , conunencent \ 
devenir abstraits , lorsqu'il s'agît des questions de la acconde sorte ; 
p'esl-à-dire , des questions è trois termes. 

, Une proportion géométrique qui a'est , au fond, que l'égalilé d^ 
deux fractions, est une notation bien moins commode que cell^ 
des équarions : la distinction des règles de troia en directes et în-^ 
verses exige une finesse de raisonnement et une conlepsion d'esprif 
au-dessus de la portée du commun des élèves ; aussi ^est^l très-ordinaîr^ 
de voir des jeunes-gens, très an courant d'ailleurs des règles du 
calcul f se méprendre assez souvent siijr U dj^positioa des termes 
d'une proportion. 

A la vérité , tonte question \ trois termes étant décomposable ea 
deux questions à deux termes , on peut , à l'aide d'une pareille, 
décomposition , diminuer de beaucoup la difficulté ées questions à% 
celte nature. 

Ainsi , par exemple , étant proposée cette question : 
Deux mètres d'ouvrage ont eotii quatre francs ^ combien coût 
teront trois mitres du même ouvrage ? 

On peut d'abord ie proposer celle-ci i . 
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X .* Deux mitres ont coûté quatre francs ^ combien eoùf en uH 
mèire ? 

On trooTcra pour réponse ^ francs ^ et on posera ensuite cette 
deuxième question : 

2.^ G>mbien coûteront trois mètres , à raison de 7 francs le 
mètre ?• 

La réponse 7 x3 ou ^~ 2i cette dernière question sera aussi la 
solution de la question proposée. 

Cette manière de procéJer est II la fols lumineuse , simple et 
générale : elle rend inutile et bannit de rarithme'tique nouvelle 
toute la the'orle des proportions : elle est donc très-préférable à la 
méthode ancienne ; mais , elle exige encore un circuit qu'on peut 
et qu'on doit érlter. Je vais exposer une règle qui mène directe* 
ment au but : elle est fondée sur les deux principes ou remarque^ 
que voici : 

!•* Un rapport est d'autant plus facile 2t saisir qu'il est exprimé 
par de plus petits nombres : c'est pour cela ^ par exemple , qu'on 
évalue les grandes distances en myrlamètres et non en mètres, l'âge 
d'uii homme en années et non en jours. 

' 2.^ Une question ne change pas de nature , quand on change 
tintquement les données qu'elle renferme : ce sont toujours les mêmes 
calculs qu'il faut exécuter sur les nouvelles données. 

D'après ces remarques , on comprendra facilement les règles suU 
yanteS; qui n'en sont que des conséquences. 

IJ^ Règle. Questions à deuse termes. 

« 

1/ Si les deux nombres donnés sont en partie fractionnaires ; 
convertissez chacun d*eux en une simple fraction. 

a.* Faites une question -modèle dans laquelle , en conservant scru^ 
puleusemeot le même énoncé , vous substituerez aux nombres donnés 
les nombres ^ e\ n. 

,3»^ ypus devinerez , mentalement et sans calcul ^ la réponse à 



D* ARITHMETIQUE- 357 

la question - modèle , laquelle sera toujours un des trois nombres 

_ « 

4*^ Cette réponse fera connaître s'il faut , dans la question pro- 
posée I diviser le premier nombre donné par le second y ou le second 
par le premier , ou enfin prendre le produit de ces deux 
nombres. 

Exemple. 4*""'"I"t on coûté 6^+^ ; \ combien reylent l'aune? 
Quisiion transformée. \ aunes ont coûté y francs ; à combien 
revient l'aune ? 

Question-modèlgn 2 aUhes ont coûté 4 francs ; à combien revient 
Faune ? 

La réponse Si cette dernière question étant évidemment ^ francs « 
On en conclura que la réponse à la première doit s'obtenir ea 
divisant ~ par 7, ce qui fera -^.^ = |y=I^4* environ. 

//•"• Règle, Questions à trois termes. 

a 

2 .^ Transformez la question proposée , s'il est nécessaire , en une 
autre qui ne renferme que de simples fractions. 

2.^ Faites une question-modèle , dans laquelle voua substituerez 
respectivement aux trois nombres donnés les nombres 1 > 2 , 4 9 ^9 
conservant scrupuleusement le même énoncé. 

3.^ Detinez^ mentalement la réponse à cette question-modèle ; cette 
.réponse sera toujours une des trois combinaisons 7=^-4*9 2=s-^^, 

4>° Cette réponse ^ la question-modèle fera connaître de quelle 
manière il faut opérer sur les nombres donnés , dans la question 
transformée,' pour parvenir au nombre cherché. 

Exemple. Une source a fourni 1 2 ^^m 5*^.6* d'eau en 5*.io'".i»*; 
combien en fournira-t^elle en 30* 2n'".^o' ? 

Question transformée Une source a fourni 7*:* livres d'eau en 
Î^tK heures ; combien en fourniia-t-elle en z^r^ heures ? 

Tom. rin. 49 
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Questiou^-modUe. Une source a fourni i lirre d*Ma ^i aheor^; 
combien en fournira-t«'eile en 4 heures? 

'La réponse à cette dernière question étant évideniinent âss^^-,' 
On en conclura que, pour Fiésoudre la question transformée , il 
fau^t multiplier le premier des trois nombres donnés par le quatrième , 
et diviser le produit de cette multiplication par le second. 

ela donnera n "• -éirip-vi?!» =T#,f 'ït?.. = Ft •".— =5i*^^-.i •^i* 
environ. 

On rencontre des questions \ c:nq ou même \ on plus graifd 
jQombr^ 4ç termes; mais on Us réduit itirûû termes par des trans* 
formations préalables. 

La règle que je viens d'exposer mène aa bui par la ligne droite, 
fao» tAtoqjiQmens et sans ralsonnemens ; elle n'exige que la connais* 
sance des quatre opérati^^ns ibndamwiaies. £ile e»t, si Ton veul, 
un instrument de calcul, une méthode empyrique ; mais, cette 
méthode est infaillible et rigoureuse , puisqu'elle repose sur deux 
axiomes. Je la présente aux géomètres , non pour leur usage 
personnel ; Ils n'en ont pas besoin ; mais pour qu'Us la jugent el 
4a pirop^gent s'ils l'approuvent. £llo leur appartient presque autant 
qu à moi ; ear s'ils prennent la peine d'examiner ce qui se passe 
dap^ leur esprit lorsq|ii*ils calculent , ils reconnaîtront qu'ils suivent 
f ouv(ent 'Une marche à peii pris semblabio à celle que je propose. 
Mais y si de pareilles règles sont inutiles aux savaos , elles sont 
ijpri^oieuses pour la jeunesse , dont il faut prévenir le dégo^ el 
inén^ger les forces. Elles seront* utiles encore au;^ inslltutears prr* 
maires , aux chefs d'enseignement mutuel , et , en génrral , .à tous 
ceux qui n'ont pas appris ou qui ont oublié l^s élémens des 
iinathématiques, , 
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'Réflexions sur le précédent article ; 
Par M. Ger'gonke. 



Al y a plus de quinze ans qu'à Texemple de M. B^rard , } Vi rejeta 
totalement la théorie des proportions de renseignement de l'arithmétique , 
comme y étant tout-à-fait superflue. Je n'en ai pas traité moins 
complètement pour cela, toutes les questions qui sont du. domaine 
de cette branche des sciences exactes ; et ii m'a même paru qu'en 
rendant leur solution tout^à-fatt indépendante de la théorie de^ 
proportions , elle ne faisait qu*en acquérir une plus grande lucidité. 

Tootefois y si mes idées, sur ce point, sont » à quelques égards j con- 
fprmes à celles de M Bcrard^ elles en diffèrent sous d*autres rapports. 
Je vais donc expliquer , en peu de mots , de quelle manière j'enr 
▼isage la chose , ed laissant au lecteur à prononcer entre noi/s. 

L Je ne pense pas qu'on puisse , sans danger , admettre les déno-* 
mir^ations de questions à deux fermes , à trois termes , etc. Je me 
fonde sur^cc que ce n*est point le nombre des données d'un problème 
qui détermine de quelle manière on doit opérer sur ces données 
pour parrenir au nombre cherché ; de t^le sorte que deux questions qui 
renferment dans leur énoncé le même nombre de données peuvent 
exiger , pour être résolues , des opérations très«différentes. 

Que Ton propose , par exemple , la question suivante : Pierre 
est né en 1771; nous sommes maintenant en 1818:; quel est Tâge 
de Pierre? 

Voilà bien certainement une question qu*on pourrait appeler ^ues^ 
iîon à deux termes , à tout aussi bon dioit que celles auxquelles M* 
Bérard donne cette dénomination ; et cependant ce ne sera ni par una 
multiplication, ni par une division que l'on parviendra à la résoudre* 
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Soit , en second lieu, cette auire question : quand Pierre arait tj 
ans , j'en avais 3o ; j'en ai présentement 4? ! ^^^^ ^^^ ^âge d« 
Pierre ? 

Voilà , bien certainement une question à iroU termes ; et cepen- 
dant , ce n'est ni par des multiplications , ni par des divisions qu'on 
en aura la solution. De même que' celles que se propose M. Bérard, 
dépendent de la théorie des proportions pur quotiens , celle-ci dépend 

des proportions par différences ; et , si les auteurs qui croient les 

• • • • 

proportions par quotiens nécessaires pour traiter les premières étaient 
oonséquenSy c'est aux proportions par différences qu'ils devraient rap- 
porter celles de cette dernière sorte. 

Mais y en exceptant même les questions qui se résolvent pas des 
additions et des soustractions seulement , il n'est point vrai de dire 
que toute question à trois termes doive se résoudre par une mul- 
tiplication et une division *, je n'en veux pour preuve que la question 
suivante : une caisse , en forme de parallélipipède rectangle , contient 
des paquets de cartouches; il y a lo paquets dans la longueur ^ 8 
dans la largenr et 6 dans la hauteur: combien la caisse en contient- 
elle ? La réponse à cette question est 10.8.62=480. elle n'exige donc 
pas de division pour être résolue. 

En voilà assez , je pense , pour montrer combien la dénomination 
de question à deux et à trois termes est illusoire et équivoque , et 
à quel point elle peut induire en erreur. Je sais bien qu'on m'ob- 
jectera qu'un géomètre ne s'y hissera jamais méprendre ; mais , c'est 
à des jeunes - gens d'un esprit borné que M. Bérard destine ses 
méthodes ; et ceux qui font profession d'enseigner les autres ne^ 
savent que trop que le gros de leurs élèves donne souvent des preuves 
de bévues aussi grossières. 

Je remarquerai enGn qu'en se bornant à donner des méthodes 
pour résoudre \t% questions à trois termes , M. Bérard manque la 
partie la plus essentielle de l'objet qu'il a en vue. J^ sais fort bien 
que y comme U l'observe lul^mèmoy toute règle de trois composée 
petit , au moyen d'une transformation préalable, être ramenée à une 
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règle <Ie trois simple; mais, cette transformation préalable est elle, 
dans tous les cas , à la portée du commun des élèves ? C'est là un 
point sur lequel je ne crains pas d'en appeler à la bonne-foi de 
M. Bérard luî-m^mc ; et j'en conclus qu'une méthode sûre et 
facile pour traiter directement les règles de trois les plus composées , 
est ici une chose non moins précieuse qu'indispensable. 
- IL J'en viens présentement à la marche que depuis long-temps 
j*iiî cru devoir adopter , pour ce qui concerne les applications diverses 
des règles du calcul. Je suppose d'ailleurs , i*^ qu'en traitant de 
de la multipllcalion on a eu soin de (aire remarquer que le mul- 
tiplicande peut exprimer des uni(és concrètes quelconques / que le 
produit exprime de pareilles unités ; et que lé multiplicateur est 
essentiellement abstrait ; 2.* qu^en traitant de la division on a eu 
soin de faire remarquer qu'elle était de deux sortes-, c'est-à-dire, 
que le dividende et le diviseur pouvaient exprimer des unités concrète»; 
quelconques , ce qui rendait le quotient essentiellenient abstrait ; ou 
bien que le diviseur pouvait être abstrait , auquel cas le quotient 
était nécessairement de l'espèce du dividende {*) ; 3.^ Je suppose 
enfin qu'en traitant de la division on a eii aussi le soin de faire 
remarquer que le quotient est nul ou infini , suivant que le divi- 
dende ou le diviseur est zéro : c'est la chose du monde la plus 
facile k comprendre ; et il en résulte , en particulier , qu'une fraction 
est nulle ou infinie , suivant que son numérateur ou son dénominateur 
est égal à zéro. 

Je n'ai aucune remarque à faire relativement aux questions qui 
se résolvent par le seul concoure de Taddition et de la sorstraction: 
ces questions sont d'ordinaire très-faciles ; et la solution peut en 
être trouvée dans chaque cas , par des' raisonnemens à U portée 
de tout le monde» 



(*) C'est pour n'avoir pas fait attention i tout cela que Besoqt i^ffirme^que, 
quan( à Teipèce du quotient , ce n'est ni par Tespèce du dividende | ni f^ 
c«Ue du divbeûr q^roa en peut juger. C'est là une fausseté manifeète. 
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. Passant ensuite aux usages de la multiplication , )*ol>5enre qu« 
cette opération sert uniquement à résoudre les questions dans les- 
quelles^ on se propose de déterminer la valeur totale de plusieurs 
unités de même nature au moyen de leur nombre et de la valeur 
de l'une d'elles , ainsi qu'il arrive dans cette question : un pied cube 
d'eau pesant 72 livres; que pèseront sS pieds cubes de ce liquide? 

Quant k la division , elle résout deux questions distinctes : elle peut 
d'abord servir à faire connaître un nombre d'unités de même espèce, au 
moyen de leur valeur totale et de la valeur de Tune d'elles , comme 
dans cette question : sachant que le pied cube d'eau pèse 72 livres p 
•n demande combien il y en a de pieds cubes dans 1800 livres ? 

En second lieu , la division peut servir à assigner la valeur d'une 
unité , lorsqu'on connaît la valeur totale de plusieurs et leur nombre , 
comme dans cet exemple : 25 pieds cubes d'eau pesant 1800 livres^ 
^uel est le poids du pied cube d*eau ? 

Ces préliminaires établis , je passe aux questions appelées* , par 
M. Bérard , questions à trois termes , c'est-à-dire j aux questions dçnt 
la résolution exige le concours de la multiplication et de la division ; 
et comme, lorsqu'on s'adresse à des commeuçans , on ne saurait, 
sans dariger » trop s'empresser de généraliser; comme d*uo- autre 
côté il est nrcessciire que ceux qui se destinent à Tètude des sclencea 
exactes , s'accoutument de bonne heure à décomposer les questions 
complexes en d'autres questions plus simples , je commence par appll* 
quer à des exemples la première méthode indiquée par Mf Bérard; 
comme on le voit dans les exemples qui suivent. 

Question complexe. 6 mètres ont coûté ^2 francs; que coùter- 
ronl II mètres? 

1/* Question simple. 6 mètres ont coûté ^2 francs; que vaut 
le mètre ? Réponse : v=7 francs, 

s.*"* Question simple, i mètre coûte 7 francs ; que coûteront il 
mètres? Réponse : 7.11=77 francs* 

J observe ensuite qi'au lieu de 7.1 1 , on peut écrire -^.ii ou 
'j^i d*où je conclus qu'il est également permis ; pour parvenir au 



ê* • Il 



I 



D'ARITTHMETIQUE. 363 

rësultat, ou de diviser d'abord 4^ par 6 , et de mnliipllcr ensuite 
le quotient par ii ; ou bien de multîpiier d'abord 2^2 par 11 et 
de diviser le produit par 6. 

J'observe , en outre que ce dernier parti qui , dans le présent exemple ^ 
parait le plus mauvais , peut à son tour dans d'autres avoir Tavantaget 
Soit , par exemple ; cette question : 

i5 mètres ont coûte 27 francs; que coûteront â5 mètres? 

£n suivant la première roëtbode » il faudrait diviser d'abord 27 par 
i5, ce qui donnerait le quotient fractionnaire 1+7 qu'il faudrait 
multiplier ensuite par 25 : en suivant la seconde , on multiplie 27 
par 25 ; le produit 675 est exactement divisible par 27 ; de sorte 
qu*on parvient au résultat sans rencontrer de fractions. 

Mais il vaut mieux ^ dans tous les cas , indiquer d'abord toutes 
les opérations, en cette manière ^~ et supprimer, avant de faire 
aucun calcul , hs facteurs communs aux deux termes dé la fraction 
résultante. On trouve ainsi ^ sur-le-champ, 9.5 = 45 francs. 

Après avoir traité de cette manière un certain nombre de règles de 
trois ^simples , tant directes qu'inverses , je passe à des rjègles de 
trois de plus en plus composées que je traite foutes eamme la 
Suivante : 

PROBLÈME ^ 125 ouvriers, en 18 jours, travaillant € heures 

■ • * 

par jouf ont fait 216 mètres d'un certain ouvrage ; il en reste encore 
i36 mètres à faire; on désirerait qu'ils fussent terminés en 25 jours ; 
les ouvriers qu'on doit y employer consentent à travailler 10 heures 
par jour ; combien en faudra*t-ii ? 

Solution, 

ê 

m 

125 ouvriers font par jour ^ ; 

. * 

125 ouvriers font par heure 7,'^ ; 

1 ouvrier fait par h^ure 7;.VAtî f 



364 PROBLÈMES 



Il fera par jour | dans le secoad cas ; Ti^nr? * 
Il fera donc en 2S jours VéT^rrrr î 

La question se trouve donc ramenc^e h. celle-ci : 

Un ouvrier faisant 7^,V«^r mètres , combien en faudraU-ll pour 
faire 1 36 mètres ? On trouve la réponse à cette question en divisant 
le dernier de ces deux nombres par le premier , ce qui donne 






qui I par la simple suppression des facteurs communs aux deux terme» 
de la fraction , se réduit à 34 ouvriers. 

J*observe ensuite que ce résultat peut être écrit ainsi : 

18/ 6* î36'» . . . 

Nombre d'ouvriers cherché = xaS^w- -— • — • -— - ; et ic fais alors 

les réflexions suivantes : 

m. Foutes les questions comprises sous Ta dénomination commune 
de règles de trois simples et composées peuvent être comprises dans 
cet énoncé général : 

Connaissant toutes les circonstances qui ont conrovru à un ét^é-^ 
nement et connaissant aussi toutes les circonstances qui ont concouru 
à un autre événement de même nature que le premier , exjcepti une 
seule ; déterminer cette circonstance inconnue ? 

Je conclus d'abord de cet énoncé que, tant donnés qu*Inconnus,' 
les élémens d'un tel problème doivent être en nombre pair et de 
même espèce deux à deux {^\ 



O II pourrait fort bien se faire , dans cTes cas partfouHers , qull y eut dans 
Tënoncf^ plus de deux ^Irmms de même espèce; mais leur nombre serait lou- 
}ours pair » et îl serait lou]our« facile de voir comment ils doi\eDl se correspondre 
deux à de«uu 

II 



k. 
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Il y a donc , dans l 'énonce , un ndnibre et an* seul nombre 
donné de l'espèce de celui qu'on cherche ; et c'est sur celui-là qu'il* 
faut opërcr pour parvenir à Tautre. 

* Or , on ne peut , en opérant sur un nombre d'une espèce déter- 
mînée'y parvenir à un autre nombre de même espèce que lui , qu'en 
le multipliant par un ou priusieurs nombres abstraits. Je dis en lé 
multipliant , car on sait que la division revient à la multiplication 
par une fraction qui , ayant l'unité pour numérateur , aurait le divi-* 
seur pour dénominateur. 

Donc , le nombre cherché doit être égal au nombre donné de 
même espèce que lui , multiplié par un on plusieurs nombrJe#: 
abstraits ; 

Mais on ne peut faire des nombres abstraits avec its nombres 
concrets , de mème^espèce deux à deux , qu'en divisant l'un par l'autre^ 
ceux qui sont de mém« espèce ; de là donc résulte cette première 
règle. 

RÈGLE 77*. Le nombre cherché est égal au nombre donné de 
même espèce que lui ^ multiplié par une suite de fractions ayant 

pour leàrf deux' termes respectifieiheni les nombres donnés de même 
espèce^ 

Toute la difTictiltë est donc réduite présenlement à savoir de quelle • 

« > 

manière on' doit écrife ces fractions ; c'est-à-dire , a savoir seulement 
quand ceux des nombres donnés qui forment la seconde partie de lai 
question , doivent en être numérateurs ou dénominateurs ; or , on 
peùi remplir' ce dernier objet par cette autre règle fort simple. 

Règle IlJ*^ P-our savoir comment doii^ent être disposés les deux 
termes de chacune de ces fractions , examinez successivement si ^ 
dans la^ supposition que chacun des nombres donnés qui entre dans , 
la seconde partie de ténoncé dépendrait nul , te nombre cherché 
devrait être nid ou infini' : lenorrtbrè donné dorït 4I s agit devra être 
numérateur dans le premier cas et dénominatftiir dans le stcond^ 
Appliquons ces règles à la question proposée; < ■ 
Si 9 dans le second cas ; au* lieu de iSô* mètres d'ouvrage*^ 3 
lom. FIIL 49 
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c'y en arait point , il ne faudrait plus dWYriera | doaCi il dut 

écrire — ~ . 
ai&« 

S! , dans le second cas , au Heu de terminer Touvrage en aS jouff » 
on demandait qu'il fût terminé instantanément , il faudrait une iiifi« 

allé d'ouvriers : donc . Il faut écrire '— : « . 

25/ ' 

Si, enfin , dans le second cas, au lieu de travailler lo heurék 
par jour y les ouvriers devaient ne travailler' qu'un Instant indi- 
visible , Il en faudrait également une infinité ; donc | il faut écrii^e 

lo* 

On aura donc , comme nous Tavions déjà trouvé » 

Nombre d'ouvriers démandé «= 1 25«"^* — T;r . — 7 -- • 

Ces deux règles pratiquas , d^une lappUcstion trè^^faelle ^ et qoi 
embrassent à la fols et les règles de trois les plus compMéM- el- 
les questions que M. Bératd a appelées é/Uesiions à dei^s ieraKS\ 
attendu, que, dans celles-ci , il y a toujours un terme 1 qui s'y 
prouve Implicitement com>prIs ; ees deuiai règles , d}a-)r» sufHroDt pour 
les praticiens, pour les esprits borné;/, et lof courtes réflexions qut 
y conduisent ei» fourniront une démoostiratloa trèS'pkUosopliiqiie à 
ceux qui aspireront à un but. plus élevé. 

Oa voit par là . que je me garde bien de considérer , à l'exemple 
de la plupart des géomètres » toutes les doonées^ d'uo problème comme 
des nombres purement abstraits ; puisque c'est au contraire sur leur 
qualité concrète que repose tout le^ mécanisme et toute la métapliy 
aque de mes méthodes. 

Cette métaphysique s'étend mémo aux questions de toute» lee 
aortes qui sont du domaine des sciences exactes , et on peut affirmer 
généralement que , D^ns tout problème mêthimatifue , la quanihi 
cï^erehiç, égahuae quaniùi connue, de m4me ifjfèu qffeUe% nmltipliéù 
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for :Vn aornir^ ûhirait ». formé U9tc des nemlns ccncreis^ 
SqU I par ej^emple » cette règ}e de sociëtë awc temps. 
TVoii n^^ocians eni fait uoe^soclélëy 

!Eit premier à mis 600 piastres pendant 5 mois ^ 

Le second. • • . • 5oo piastres pendant 9 mois , 

Le treisiéme • « . 4oo piastres pendant la mois •. 

Ik ont gagné 4loo francs , combien revient-ît a chaciin? 

parles mëihodes connues » on tronye , pour la part du premier^ 



6oa«S4-S<'<^94"4^^*'^ ^ 



or » cette formule peut être mise sous Tune de ces trois forme» 

> 

» . . . . • • » 

4100*.—^ 
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100 • % l in I j ■ '' .S 

. . . : . . o 'i ;> ■ •• • 

d*où. Ton Toit ^é, dans tous les iM , le nombre ié francs ebercbtf 
Wt égal à na noMbre de francs multiplie' 'par lîn nombre absîrîit. 
j le ne man^pe jamiais de h\^ toir que lés formules fes plus 
totoptiqnléeâ d^algèbra , de gëômtftne et de mécanique sont toutes 
M4«ctàbloa à^eet^ iotfmit) et^Ue^etlea^u! h'y sont f oint rëdutfliblei 
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sont pzr^Mi-mème nadtcalement absurdes.- Je mets »insî entre les 'mâînt 
de mes ël^ve^i \\n moyen facile, de s'apercevoir des bévues - qu'ils 
peuvent commettre , et aux^quelles , en général, las jpoRinien^^ns 
sont fort sujets. 
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QUESTIONS EÉSOLUES, 

Recherches sur le premier des c7^4œ probîèmes dé 

géométrie proposés à la page 36 dfi ce, wjume j 

**■ * « 

Par uç A^QKNE. 



«/jLVÂNT de nous occuper d^. la solution de ce problème » nous 
en généraliserons ^n peu Tënopeé^en le- prëseniant' ainsi qu'il suit: 

PROBLÈME. Qjfelie ^stV-a^^çpurbe >en^eioppe de F espace parcouru 
par une droite mobile , de grandeur invariable , constamment 
inscrite à une courbe plane dohnée ? Que l- i^st Je lieu du sommet 
de t angle mobile ^et imriable^lcirçous,^itià la même courbe ^ dont 
cette droite est la cor'âe de cohtact ? 

La difficulté du problème réside essentiellenient dans sa première 
partie; mais, bien qa ^ q H e ^ e sotr^" fond 'qu'urie' pure difBcultë de 
calcul , elle n'en paraîl .;^pas ^DtïyrAs'i^'tiiié .nature assez grave ; et c'est 
peuit-f-étre cela seulement qui donne au problème quelque degré 
4^'^iér^ t^,ft^\ V'^^ ^^^^^'i^^&ViA ^9t)t^^*énott^es^irès-cotirc et très^ 
claîf*^^inais ^^or^t Je. moj^ n^eq ,f5jl.i|;uèrQ ^ p^Air ceU plui facile à" 
M^f^^^Tuf ' ^^M^ allons f^ayfr ^^ poui^er d'ftbord ijiiraolutlon aussi 
Ipip, <}u'^le pujsse ^l^ ^gnf^rî/ô<^4Jl«Ali«^r ^r.U lièturë) de la.coiirhtf 
doiHilSe » Acuia,.Mpljtfuerpnfe.€ jaéoérélw au pro^ 
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bième particulier qui avait ét(^ proposé Nous nous altacherons prin- 
cipalement à donner à nos calculs et à leurs rësnltats une symétrie 
trop souvent négligée , et faute de laquelle le calculateur se décou^ 
rage aisément, parce que ses formules ne lui offrent aucun moy?n 
de reconnaître les méprises qu'il a pu commuettre. 

Solution. Supposons que la courbe donnée y rapportée à de^x 
axes rcctangrslaires quelconques, ait pour équation 

f(*,y) = Z=:o ; (l) 

Ict soit 2C la longueur de la corde mobile donnée. 

Faisons ,'pQur abréger; les coefficlens diiTérentlels partiels 



^)-. {%>r. « 



de manière que l'ëquation diiFërcntiellc de la cotirbe soit 
I Mx+Yày^o . (3) 

• 

Considérons la corde 2r dans iine situation d^termlnëe quelconqnèr 
Soient alors {x^ i /O * C*'^ » X^O »^« deux extrémités ; nou5 aurpni 

et , en dliférentiant , 

De plua, puisque cette corde est constamment inscrite k ia courbe (i)> 
po.us devrons avoir 

e*est-3i-dire ; pour abréger , 
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z'sso ; (II) 'Sr'/so } (in) 

et par suite 

X^àx^-hrAy^=o ; X^^ds^^+r^dy^^=o ; (5) 

Prësentement , rÀ|uatioo de la corde ac » consîdërëe comme droite 
lûdéànie^ passant par lés deux points {^^fjOf C^^^i/^Ot ^^ 



(y/_jr/0*-(;r/-Kr'/)j^(^y/-/VO=o , (IV) 

dans laquelle les quatre paramètres s^f y^ , s^^ ^ y'^ n^ëqulvaleul 
proprement qu*à un seul , puisqu'ils se trouvent liés par les trois 
relations (I, II, III). La diffërentietle de cette deraière équation 
est d Vil leurs , en considérant à la fois ^ y y^ ^ s^^ ^ y^^ comme 
Tariables^ tl s p y ^^^^^ coManai. 

{S'^^^if^M^^)iy^{z:^r--ff)àxf^^ ($) 

Sulrant donc Ift théorie des ènTeloppes ( exjKisée & la page 3Gi 
du IIL°^^ volume de ce recueil ) » Téquation de la courbe demandée 
Âr.a te 'résultai d<Q rétimination de x^ \ »^ , W » y^' , éx^^ , Ax^^ p 
dy f ^^ I ^»^^ ^^ quatre ^t^atlons (1 » U » UI ^ iV ) et leurs 
différentielles ^ c'est*à*dire , entré les huit équations ( I , II ^ UI , lY , 
4t ^f 6). A la vérité 9 elles ne sonl qu'en noùibre'égal à celui 
des quantités à éliminer ; mais on doit remarquer que les quantités 
^^ f ^y' 9 Ax^^ p ày'^ p qui n'entrent qu'au premier degré dans le» 

ëquali^ns qui les renCeripent, se trouvent en afSecter tous les termes ^ 

_ », » 

de sorte que réliinination de trois quelconques d'entre elles entraine 
d^etltHnème. celle de là quatrième ; on obtiendra done ainsi one équa*- 
tion finale en x^ , y* ^ x'^ , y^^ , qui , jointe twi qvMte 
équations ( I , II , III , IV ) , soAira pour éliminer ces quatre coor* 
données; et leur élimination conduira à une équation en ^ijrqui 
aéra l'équation demandée. 



/ 






L 
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Procédons donc & rélimînalion de dx^ , 6y^ , ix^^ , ày^^. En 
substituant , dans les équations (4 i 6) , les valeurs de d/^, dy^\ tirées 
des équations (5) , elles deviendront 

lesquelles , ëUnt multispliées en croix , donneroàt , eir réduisant , 

(V) 

et telle est la dernière des ciflq équations du problème « entre 
lesquelles ij faudra éliminer les quatre quantités s^ , y^ , d'^ ^ y" ^ 
pour parvenir à Téquation de la courbe demandée» 

La manière la plus commode d'einployer ces équations sera 4'éli«- 
miner d'abord entre elles y^, y^^ ; il est aisé de comprendre que, 
dans les trçis équations résultantes , x^ > »(^ entreront syinétrique* 
ment ^ de sorte qu'en posant ^+:r^^s/ , a^x^^:=^u , on pourra les 
faire disparaître , et réduite ainsi le calcul ai Télimination dàt^u^ 
entre les trcps équations résultantes. 

Comme on passe très^-facilemeat de Tellipse ^ TbyperbolK et & la 
parabole , il nous suffira de considérer la première de ces trois 
courbes. Soit done son équation 

a'aù 

00 trouvera , d'après cela ^ pour les cinq équations do problème^ 
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i»i/»-|-tf»y»ss<i»i« , (II) 



^î* Vy'^-y^'O U*'-*''>+(r'-r''y } 



(V) 



■|-(û»— J'X«'-r«'0 (y'-y'0(**''*^-h»yr'0=o- 



L^ëlîminatÛMi entre' ces équations ne pouvant' être que très- tabo- 
fieuse y nous passerons de suite au cas du cercle , pour lequel «a 
doit avoir. â=^r; les équations sont alors 

*/»-f._^»=r» , (II) £*^-i-y»*=r» (ni) 

/ 

En ëgalant le premier facteur de la dernière ë^uation à sëro ^ t» 
aurait 



«/ jc^/ > 



ëquation qaî , combinée avec les équatloaa ( Il , III ) , donnf^raîï 
«^^=J^-r^ , y^^=lty^ > d'bùf- ^ = a OU' ér=r ; hi eourbe. cherchée 
aérait la courbe donnée elle-même , dans le premier cas ^ et dan» 
te second y elle se réduirait à un point placé à LWigine r ce ne sont 
donc i« î que des solulions particulières , de la nature de celles qu« 
•m été «sjgitalées. pav -M' Fcuicclet |t à la page 22^ du présent yolume» 

Bej[etanft 
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Kejetant donc ce premier facteur , l'ëquatlon (V) deviendra 

cette équation , combinée avec l'ëquation (IV) , donnera 

substituant ces valeurs dans les trois premières équations \ ellef 
deviendront 

des deux dernières on tire ; 

t'est^i-dlre que »^ , a/^ sont racines d*une même équation du second 
degré. On a ^ d'après cela , 



tl en quarrant 









mettant cette valeur dans la première équation , elle deviendra 
j|ai est , en effet , la véritable solutioa du proUème; 
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Pour deuxième exemple , prenons Thyperbole ëquUatère ayant 
pour oquatioa 

qui donne 

Les équations du problème seront 

ixx^f^a^ , (II) 2x^Y^^a* ; (III) 

(y/_y//)a;_(^/— ^//),r+(>ry/— jr/;r/0 = O , (IV) 

SI , au moyen des ëquatîons ( II , III ) , on chasse y^ , y^^ des trois 
autres^ elles deviendront 

(df^— *'0'(4*'**''*+fl*i==i6<?W» ; (VI) 

2yx/«'/+a»*=a»(*/+^/') , (VU) 

2*'«/'(j:/-f «'^(a^^rV/— J*^)=(«^»+*'''*)(4^'*Jf"-tf*) . (VIII) 
Posant alors 

d'où 

il viendra, en substituant 

(/»— 4a)(4«»+û*)=i6<:»a' , 
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2///(2X2/— i7j)=(/*— az^X^^'-^û*) ; 

et la question sera réduite à éliminer / et 1/ entre ces trois éanalîons. 

Tirant donc de la seconde valeur de, / ^ pour Ja substituer dans 
les deux autres ; elles deviendront 

mettant; pour abrëgor , 2u pour a*^ , elles se changeront en celles-ci 

^V*+(xj— û')^'* — (jry— i2*)f'— j?'=:o . 
Faisant encore , pour abréger , 

elles deviendront 

éliminant p au moyen des multiplications successives ~, méthode 
préférable à toutes les autres , comme la plus simple et la plus 
symétrique , il viendra 
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en remettant pour y*, g , k ^ k ^ les fonctions ie s et y que cet 
lettres rcprésentfsnt, on obtiendrait l'équation de la courbe cherchée ; 
xn^is on voit que y sauf les réductions , cette équation serait du i6*^^ 
degré. 11 est sans doute fort probable que cette équation se trouverait 
compliquée de facteurs étrangers ; mais on conçoit que ces facteufs 
ne seraient point aisés à découvrir, 

£n conséquence , nous nous bornerons au seul cas où Thyperbole 
ëquilatère dégénère en deux droites perpendiculaires Tune à l'autre ; 
on a dans ce cas a=o ; et les deux équaliops du 4*"^* degré en 
H prennent cette forme 

Si, dans la dernière, on posait yi^-l-jrso , là première donnerait 
r=Oy d'où résulterait sssq, équalioQ de Taxe des s ^ il faut doue 
poser 

y^'— jTSO , d'où fssT/^Jt , 
yaleur qui , substituée dans la première , donne 

\ ac y \^) "^ 

On volt y par la complication de cette équation , quelle aurait dA 
être celle de l'équation qui aurait répondu au cas général. 

Pour dernier exemple , nous prendrops U parabole ayant pour 
équation 

noua aurons ainsi . . ., 



K^ k, ^ 
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en eoDsëqaenee , lec ëquatioos da problème seront 

(*'-*'0'+Cy'r^r'0*=4<?' , (I) 

F yfss^apxf , (II) yfi^si^^x" , (III) 

Si , aa moyen des équations (II , III) , on élimine d;^ et x" des troi« 
autres , elles deviendront 

posant ' 

d'où 

on aura ainsi, en substituant 

II— fZ+^/'^s^O , '- 

mettant dans la première et la troisième la yaleur de u ûtit de] 
la seconde 9 il tiendra 

iéquations entre lesquelles il n'est plus question que dVHmîner /; 
maisilest aisé de Toir^ueréquation finale pourra monter au 8.™* degrés 
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Cependant^ comme la courbe ne peut être, dans le cas pressent, 
que d'une nature très-simple y on doit croire que cette ëquatioa 
finale contiendra quelque facteur étranger , appartenant à une ou 
plusieurs solutions particulières du problème ; et Ton voit ici Tin- 
convénient de nos procédés d'élimination qu'a signalé ailleurs Mb 
Poncelet. ( Voyez la page 280 de ce volume ). 

Il ne parait pas qu'on puisse éluder ces difficultés , tant que 
Ton conservera le même mode d'opérer^ mais on peut tenter d'autres 
voies pour parvenir au but. Reprenons l'équation de rellipse 



soit 



réquatlon d'une droite indéterminée ; en la combinant avec la pre« 
mière , on ll^>uve^a pour les coordonnées de leurs intersections 



x^aA^ ^^ — 4—: t 

en exprimant donc que la corde interceptée est égale II 2C ^ on 
aura l'équation de relation 

au moyen de laquelle l'équation ^2) deviendra celle d'une tangente 
h la courbe cherchée. Mais Tequation d'une tangente à une courbe^ 
en un point (x^,/0 ^^^ • comme l'on sait, 

(y— y^dj?^— ^jr — x^)dy^=zo , 
ou 
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en ^exprimant donc que cette équation est Identique avec Téqua- 
tlon (2) y il viendra 

substituant .ces valeurs dans rcqualîpn (3) , en supprimant les accens 
devenus désormais inutiles , on aura « pour Téquation di/Férentieile 
de la courbe cherchée, en su j primant toutefois le facteur (j^djr — xày)^ 
évidemment superflu , 

Il s'agirait présentement de savoir quel est le plus facile de l'in- 
tégration de cette équation ou de rélimination à laquelle nous avions 
d'abord réduit le problème. 

Mais , de tous les moyens de parvenir au but , le plus brief ; 
s'il n'était en môme temps le plus difficile , serait , sans contredit, 
de deviner, d'après les conditions du problème , la nature de la 
courbe cherchée , de former une équation hypothétique de cettcT 
courbe , dans laquelle on introduirait des coefficiens indcicrminés , 
et d'assigner ensuite les valeurs de ces coefficiens par la considération 
de divers cas particuliers. 

Dans le cas où , par exemple , au lieu d'une courbe donnée, on 
a deux droites perpendiculaires entre elles ; en considérant, i.^ que 
ces deux droites doivent être des diamètres principaux de la courbe 
cherchée ; 2.® qu'aux valeurs :r=o, ^=^=0 doivent répondre respec- 
tivement y='+"2^ , ir="+"2£; ou ■+'—=1 , H" — =1 ; on est 

conduit à soupçonner que l'équation de cette courbe pourrait bien 
être de la forme 



(^Xë)"=- 



si Ton remarque ensuite que, pour les valeurs égales dejr eldejr , 

c X Y i ■ jc* y* g 

on doit avoir ^=r=l=" d'où — = -- = — 7: et 7- = 7-- = ;, on 



aura 






/ 
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2(i:-=i , ou (;r=7, doù m=f ; 
fic qui donne ; comme nous Tavons déjà trouvé , 

Voîlà ce qull s'agirait de faire pour Telirpse ^ ii moiùs que qneU; 
qu'un n'imagine une voie plus commode encore pour parvenir au but* 

QUESTIONS PROPOSÉES, 

Problèmes de dynamique. 

T* Une bot>1e pesante est traversée par une verge droite,. moVile , 
sans pesanteur , le long de laquelle elle peut glisser librement. Cette 
verge elle-même est terminée par deux anneaux au moyen desquels 
elle se trouve assujettie h avoir constamment ses extrémités sur deux 
lignes fixes , droites ou courbes ,. planes ou à double courbure , 
situées d'une manière déterminée quelconque dans Tespace. On 
demande les circonstances du mouvement de la boulé abandonnée a 
Taction de la pesanteur , et la nature de la courbe qu'elle décrit* 

IL Donner la théorie du mouvement d'un pendule simple d'une 
longueur variable et fonction de l'angle que fait sa direction avec 
la verticale ^ en supposant d'ailleurs le point de suspension fixe. 

Problème de situation. 

On a fait des sections dans un polyèdre régulier , par des plans 
Indéfinis perpendiculaires sur les milieux de chacune de ses arêtes; 
on a opéré de la même manière sur chacun des corps résultant de cette 
division , et ainsi de suite indéfiniment; on demande , pour chacun des 
cinq polyèdres réguliers , quels seront , après un nombre s do| 
pareilles opérations , le nombre et la nature des parties résultantes ?^ 

TXN DU HÛmÈMB VOLUME, 
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I^ag? ^7 f ligne 5, — F'F>FT'" ;; lisez : F^L>F'L';. 

Page 34 , ligne ^•'^•W î '"^^ • W'- 

Page i59 , ligne i3 t "* et j lisez : et . 

Page 160-, ligne ia, —proposilions ;/iJ«r : propiurtloinsi 

Page a3a , ligne ayant-dernière , '^asimptotique ; lisez : asymptotique*. 

■r » 



ERRATA pour la Planche. L 



re 



La figjore'sans numéro doit porter lè n.^ 5» 

L'arc G^'B' doit être termina, à son intersecrikm avec XXf \ par une lettre A'.. 
La droite LF doit être prolongée jusqu'en B ; son prolongement doil< ttie^- 
Ijonctuë. 
La ligne ponctuée MB'' est de^Crop^ 
Ui fiMl une ligne poocluée de L ta.Vi:. 




CORRECTIONS ET ADDïTÏOÏÎ'S. 3»? 
Supplément à fErrata du tome VIL\ 



Page 10% , ligne iS , — rf-Dx» ; lisez : 4*D«^. 

Page io3 , ligne a j — - cherche'es } lisez : calculëes. 

Page io6, ligne a, — jrj==y,=;| ; /wr :y,==yj=|i. 
Ligne 7 1 -^ ==5A ; /»er : =5.g^*A* 
Ligne 17 , — 7J5 C ; /w*« : fîy C. 

Page 108 y ligne aa 1 — — 2M : /z5^r : -{-sM. 

Page I la , ligne i , -* qae ; s ; lisez : que » ai. 

Page i83 1 Ugne i3| — après 3484 ajoutez .: du tome Flfi. 
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